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4 Algebr= Capitolul 1. Mul\imea numerelor reale. Recapitulare [i complet=ri

Învăţătura e lumina ce-ţi face viaţa mai senină.
Proverb

11
Capitolul

Mul\imea numerelor reale.
Recapitulare [i complet=ri
Mul\imea numerelor reale.
Recapitulare [i complet=ri

§ 1. Mul\imea numerelor reale

1.1.  No\iunea de num=r real

11111 Examinaţi schema, apoi substituiţi fiecare casetă cu un element sau cu o

submulţime a mulţimii }.9;8,5;7;4
13;2;0;3;21;5{ −−−=A

+ rezultatele
tuturor scăderilor

+ rezultatele
tuturor scăderilor

+ toţi radicalii şi
celelalte numere

+ rezultatele tuturor
împărţirilor

+ rezultatele tuturor
împărţirilor

+ toate numerele
raţionale

N

+Q

Z

Q

I

R

Z∈ Z⊂ NZ \∈ QR \⊂
NR \∈ Q⊂ +∈Q ZR \⊂

Model: QR \3 ∈
N⊂}9;2{

Notaţii: ...}4,3,1,{0,=N  –  mulţimea numerelor naturale.
...}4,3,,2{1,=∗N  –  mulţimea numerelor naturale nenule.

...}4,3,,21,0,1,2,3,4, {... −−−−=Z  –  mulţimea numerelor întregi.
},,{ ∗∈∈== NZQ nmn

mx|x  –  mulţimea numerelor raţionale.
xx |{\ == QRI  – număr zecimal neperiodic cu un număr infinit de zecimale} –

mulţimea numerelor iraţionale.
xx |{=R  – număr raţional sau iraţional} –  mulţimea numerelor reale.

Sunt adevărate relaţiile: .;; IQRRIRQZNN U=⊂⊂⊂⊂⊂∗

∗R  –  mulţimea numerelor reale nenule;
∗
+R  –  mulţimea numerelor reale pozitive;
∗
−R  –  mulţimea numerelor reale negative.

 Lucraţi în perechi!

22222 Substituiţi fiecare casetă cu un element sau cu o submulţime
a mulţimii numerelor din tabelul „Schimb valutar”.

 Ne amintim

R∈ Q∈ NQ \⊂
ZQ \∈ ZR \⊂ NR \⊂

cump=rarecump=rarecump=rarecump=rarecump=rare                              v`nzarev`nzarev`nzarev`nzarev`nzare

16,82
19,44
2,52
4,12
0,58

21,50

16,88
19,56
2,55
4,20
0,64

21,83
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§1. Mul\imea numerelor reale

• Scrieţi sub formă de număr zecimal fracţia .18
33

Rezolvare:

Efectuăm împărţirea şi obţinem: ).3(8,118
33 =

)3(8,1  este un număr zecimal periodic mixt.

Numerele zecimale periodice a căror perioadă urmează imediat după virgulă se
numesc numere zecimale periodice simple.
Numerele zecimale periodice a căror perioadă nu urmează imediat după virgulă
se numesc numere zecimale periodice mixte.

• Scrieţi sub formă de fracţie numărul zecimal: a) 0,(26);    b) 25,2(43).
Rezolvare:
a) Fie ).26(,0=x
Atunci ⇔+== xx 26)26(,26100 ⇔=− 26100 xx .99

26=x

Răspuns: .99
26)26(,0 =

În general, =)...(,0 21 naaa ,9...99
...

cifre

21

321
n

naaa
 unde naaa ...,,, 21  sunt cifre.

b) Metoda I. Fie ).43(2,25=x

Atunci 
99
99124

99
43252)43(,0252)43(,25210 =+=+==x .990

24125990
99124 ==⇔ x

Metoda II. .990
24125990

224325)43(2,25 =−+=

Răspuns: .990
24125)43(2,25 =

În general, =)...(...,0 2121 mn bbbaaa .0...009...99
.........

cifrecifre

212121

321321
nm

nmn aaabbbaaa −

 Definiţii

 Aplicăm

Un număr real poate fi scris sub forma:
a) unui număr zecimal cu un număr finit de zecimale;
b) unui număr zecimal neperiodic cu un număr infinit de zecimale;
c) unui număr zecimal periodic cu perioada diferită de 9.

 Reţineţi

1.2.  Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor

• Reprezentaţi numărul 2  pe axa numerelor:
a) folosind aproximaţiile lui zecimale;        b) geometric (cu ajutorul riglei şi compasului).
Rezolvare:
Cum ,414,12 ≈  rezultă că .42,1241,1 <<  Obţinem următoarea reprezentare apro-

ximativă a numărului 2  pe axa numerelor (fig. 1):

2

1 1,4 1,5 2
Fig. 1
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b) Construim pe axa numerelor pătratul OABC
cu latura 1=AB  (fig. 2).

O
1 20

A B

C

D
Fig. 2

Aplicând teorema lui Pitagora triunghiului )90)(m( °=∠COCB , obţinem .2=OB
Construim, cu ajutorul compasului, pe axa numerelor segmentul OD, astfel încât

.2== OBOD  Atunci punctul D are coordonata .2

De regulă, numerele iraţionale se reprezintă pe axa numerelor folosind aproximările lor
zecimale.

0

A B
a b

Fig. 3

Dintre două numere reale reprezentate pe axa numerelor, mai mare este numărul
situat în dreapta celuilalt.

• Comparaţi numerele:
a) 2  şi ;3                   b) 2  şi .2−
Rezolvare:
a) Deoarece 4,12 ≈  şi ,7,13 ≈  iar ,7,14,1 <  obţinem .32 <

Răspuns: .32 <

b) Cum ,02 >  iar ,02 <−  obţinem .22 −>

Răspuns: .22 <−

Numerele 2  şi 2−  sunt numere reale opuse, adică punctele )2(D  şi )2(−′D  ale
axei numerelor sunt simetrice faţă de originea ei, şi invers, coordonatele punctelor )2(D
şi ),2(−′D  simetrice faţă de originea O, sunt numere reale opuse (fig. 4).

D

0

O

Fig. 4
1 2–2 –1

D′

Ce figură veţi
obţine

rezolvând
exerciţiul?

Fiecărui număr real a îi corespunde un punct A al axei numerelor şi, reciproc, fiecărui
punct A al axei numerelor îi corespunde un număr real a. De aceea vorbim despre
punctele axei numerelor ca despre numere reale, şi invers.
Numărul a se numeşte coordonata punctului A; se notează A(a).

 Reţineţi

Folosind reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor, pot fi rezolvate diverse probleme.
Una dintre ele este compararea numerelor reale. (O altă modalitate de comparare a numerelor
reale va fi examinată în secvenţa 2.2.)

De exemplu, dacă numerele reale a şi b sunt respectiv
coordonatele punctelor A şi B ale axei numerelor şi AB  are
sensul axei, atunci ba <  (fig. 3).

 Exerciţiu Determinaţi, aplicând în continuare teorema lui Pitagora în figura 2, punctele cu coordonatele
6,5,4,3  ş.a.m.d.

 Reţineţi

 Aplicăm

 Observaţie
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• Explicitaţi modulul:

a) |;23| −         b) |;31| −         c) };3||{ ≤∈ xx R         d) .3
1||

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ >∈ xx R

Rezolvare:

a) ,23|23| −=−  deoarece ;23 >

b) ,13)31(|31| −=−−=−  deoarece ;31<

c) ]};3,3[{}3||{ −∈∈=≤∈ xxxx RR

d) .,3
1

3
1,3

1||
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞−∈∈=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ >∈ Uxxxx RR

Numere reale opuse sunt numerele reale situate pe axa numerelor de părţi diferite
faţă de origine şi la distanţe egale de ea.
Numere reale opuse sunt numerele reale de forma a şi –a.

 Reţineţi

1.3.  Modulul num=rului real

 Lucraţi în perechi!

 Reţineţi  Modulul sau valoarea absolută a unui număr real a este:

⎩
⎨
⎧

<−
≥= 0  dacă,

0dacă,|| aa
aaa  sau },,max{|| aaa −=  sau

distanţa de la a la 0 pe axă. 0 a–a

|–a| |a|

Proprietăţi ale modulului unui număr real
1° ,0|| ≥a  oricare ar fi ,R∈a  şi 0=|a|  dacă şi numai dacă .0=a

2° ,|| aa ≥  oricare ar fi .R∈a

3° |,||||| baba ⋅=⋅  oricare ar fi ., R∈ba

4° ,||
||

b
a

b
a =  oricare ar fi ., ∗∈∈ RR ba

5° ,|||||| 2222 aaaa =−== oricare ar fi .R∈a

• Explicitaţi modulul utilizând proprietăţile lui şi aduceţi la forma cea mai simplă:

a) |;23||23| +⋅−

b) );71(|71| +⋅−

c) .)(:|| 2yxyx ++

Rezolvare:

a) ;7|29||)23()23(||23||23| =−=+⋅−=+⋅−

b) ;6)71()71()71()71(|71| =−−=+⋅−−=+⋅−

c) .||
1

||
1||)(:|| 2

2

yxyx
yxyxyx +=

+
⋅+=++

 Aplicăm
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

1. Fie mulţimile:
1) ;\ NZ 2) ;\NQ+ 3) ;\ ZQ− 4) ;\NR+

5) ;;\* QR− 6) ;\ +ZR 7) .\ IR

a) Aflaţi elementele mulţimii  ;4
121 );2(,7 ;5 ;4,1{ −−

}21 ;0102 ;18,0  care aparţin fiecăreia din mulţimile
1) – 7).
b) Aflaţi cardinalele mulţimilor 1) – 7), obţinute după
rezolvarea sarcinei a).

2. Fie numerele ;0 ;13 ;0112 ;2
138 );7(,3 ;16 ;12 −−

.;56 π  Determinaţi care dintre aceste numere sunt
raţionale şi care – iraţionale.

3.  Lucraţi în perechi!
1) Scrieţi ca număr zecimal fracţia:

a) ;8
7                b) ;15

51                c) ;27
131                d) .198

210

2) Aflaţi perioada fiecărui număr zecimal obţinut.

8.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în R  ecuaţia şi
determinaţi ce tip de numere, raţionale sau iraţionale,
sunt soluţiile ei:
a) ;0723 =+x b) ;5)1(316 xxx =+−
c) ;36)4(5,2 xxx −=−− d) ;01032 =−− xx
e) ;0872 2 =−+ xx f) .02102 =++− xx

9. Scrieţi sub formă de fracţie numărul zecimal:
a) 0,(18); b) 3,(2); c) 6,1(8);
d) 5,12(18); e) 25,1(378).

10.  Investigaţi! Utilizând axa numerelor, completaţi
cu unul dintre semnele „<”, „>”, „=”:

a) 71+   ;32 b) 36−   ...;123,6−

c) 3,78  ;11 d) 3
1−   ).33(,0−

11. Explicitaţi modulul:
a) |;71| − b) |;23| −−
c) |;498| − d) .|)23(| 2−

4.  Investigaţi! Fie numerele:

a) 0,(3); b) 2,1(6); c) 5,(738);
d) 17,0(18); e) 83,(685); f) 70,13(18).
Determinaţi care dintre numerele zecimale periodice date
sunt numere zecimale periodice simple şi care –  numere
zecimale periodice mixte.

5. Reprezentaţi pe axa numerelor punctele:

).7(,4
13),25,1(,2

1),7( EDCBA ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−

6. Completaţi fiecare casetă cu un număr din mulţimea

,,55 );3(,0 ;75,0 ;4
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧  astfel încât propoziţia obţinută

să fie adevărată:

=4
3 ;   =3

1 ;   =25,0 ;   =2
15 .

12.  Lucraţi în grup! Explicitaţi modulul:
a) };7||{ ≤∈ xx R b) };0||{ ≤∈ xx R

c) };0||{ >∈ xx R d) }.5||{ ≥∈ xx R

13. Reprezentaţi pe axa numerelor mulţimile obţinute la
exerciţiul 12 în urma explicitării modulului.

14.  Investigaţi! Se dau două
vase, de capacitatea 5 l şi 7 l. Cum
putem obţine 4 l de apă folosind
doar aceste două vase?

15.  Lucraţi în perechi! Stafidele obţinute la uscarea
strugurilor reprezintă 32% din cantitatea iniţială a
acestora. Din ce cantitate de struguri s-au obţinut 8 kg
de stafide?

16. (*EG, 2018). Din 3 litri de lapte se obţin 600 grame de
brânză. Determinaţi câte kilograme de brânză se obţin
din 5 litri de lapte.

7.  Lucraţi în perechi! Bunicul le spune nepoţilor: „Am pentru voi 130 de
nuci. Împărţiţi-le în două părţi, astfel încât partea mai mică, fiind mărită de 4 ori, să
fie egală cu partea mai mare micşorată de 3 ori.” Cum să procedeze nepoţii?

*EG, 2018 – Examenul de absolvire a gimnaziului din anul 2018.
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

17.  Investigaţi! Cercetaţi dacă este raţional numărul:
a) ;8 b) 7,2(15); c) ;51−
d) ;225 e) ;13 f) .125

18. Construiţi pe axa numerelor, cu ajutorul riglei şi
compasului, punctul a cărui coordonată este numărul
iraţional:

a) ;13                 b) ;17                c) ;17−              d) .11−

19. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;8|73| =−x b) ;192|658172| 2 −=++ xx
c) ;4|3||| =−⋅ xx d) .3|)5,0(2| =−xx

20. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) |;1||13| xx −=− b) |;35||2| −=+ xx
c) ;2|3|||2 +−= xx d) .2|5||12| −+=− xx

§ 2. Opera\ii cu numere reale
2.1. Propriet=\i ale opera\iilor cu numere reale

Proprietăţi ale adunării şi înmulţirii numerelor reale
1° Asociativitatea:

cbacba ++=++ )()(  pentru orice
.,, R∈cba

2° Comutativitatea:
abba +=+  pentru orice ., R∈ba

3° 0 este element neutru pentru
adunare:

000 =+=+ aa  pentru orice .R∈a
4° Pentru orice număr real a există

opusul său, numărul –a, astfel încât
.0)( =−+ aa

cbacba ⋅⋅=⋅⋅ )()(  pentru orice
.,, R∈cba

abba ⋅=⋅ pentru orice ., R∈ba
1 este element neutru pentru
înmulţire:

aaa =⋅=⋅ 11  pentru orice .R∈a
Pentru orice număr real nenul a există
inversul său, numărul ,1

a  astfel încât
.111 =⋅=⋅ aaaa

5°                        ––     000 =⋅=⋅ aa  pentru orice .R∈a
6° Distributivitatea înmulţirii faţă de adunare (scădere):

cabacba ⋅±⋅=±⋅ )(  pentru orice .,, R∈cba

 Ne amintim

1. )( baba −+=−  pentru orice ., R∈ba
2. baba 1: ⋅=  pentru orice ., ∗∈∈ RR ba

 Observaţii

Ordinea efectuării operaţiilor şi folosirea parantezelor în mulţimea R

I. Într-o expresie fără paranteze, cu operaţii de diferite ordine, se efectuează (în
ordinea în care sunt scrise) întâi extragerea rădăcinii pătrate şi ridicarea la putere,
apoi înmulţirea şi împărţirea şi, la sfârşit, adunarea şi scăderea.

II. Într-o expresie cu paranteze se efectuează întâi operaţiile din paranteze, respec-
tându-se regulile precedente.

 Reţineţi
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• Scrieţi în ordine crescătoare numerele .3,22,5,7 −
Rezolvare:

Avem .8,222,6,27 ≈≈

Deci, .722 >
Cum ,52273 <<<−  obţinem ordonarea cerută: .5,22,7,3−

• Comparaţi numerele:

a) 3
2  şi ;4

3               b) 2  şi 1,3;              c) 54 −  şi .3−

Rezolvare:

a) 4
3

3
2 < deoarece 75,04

3),6(,03
2 ==  şi ;75,0)6(,0 <

b) 3,12 > deoarece 4,12 ≈  şi ;3,14,1 >

c) 354 −>− deoarece ;2,25 ≈  deci, ,054 >−  iar .03 <−

Oricare două numere reale pot fi comparate, adică oricare ar fi ,, R∈ba  avem ba <
sau .ba =
Dacă ba =  sau ba <  (sau ),ba >  scriem ba ≤  (sau ).ba ≥

2.2. Compararea numerelor reale

Atenţie!
 Aplicăm

Legătura dintre relaţia de ordine „ ≤ ” şi operaţiile de adunare şi înmulţire în mulţimea
R  se exprimă prin următoarele proprietăţi:

1° Dacă ba ≤  şi ,R∈c  atunci cbca +≤+  pentru orice .,, R∈cba

2° Dacă ba ≤  şi ,dc ≤  atunci dbca +≤+  pentru orice .,,, R∈dcba

3° Dacă ba ≤  şi ,0>c  atunci bcac ≤  pentru orice .,, R∈cba

4° Dacă ba ≤  şi ,0<c  atunci bcac ≥  pentru orice .,, R∈cba

5° Dacă dcba ≤≤ ,  şi ,,,, ∗
+∈Rdcba  atunci bdac ≤  şi .c

b
d
a ≤

 Reţineţi

 Observaţie Proprietăţi similare pot fi obţinute înlocuind semnul „ ≤ ” cu oricare dintre semnele „ < ”,
„ ≥ ”, „ > ”.

Numerele reale pot fi comparate folosind aproximările lor zecimale sau reprezentările
lor pe axa numerelor.

 Reţineţi
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

5.  Investigaţi! Legumele crude (100 g) conţin 27 mg de acid
ascorbic (vitamina C). Aceleaşi legume, fierte, conţin 18 mg de
acid ascorbic. Calculaţi, în procente, pierderea vitaminei C în
timpul fierberii.

1.  Lucraţi în perechi! Aduceţi la forma cea mai
simplă expresia:

a) );5,17(:11)65,3(5)22(23 −+−−+

b) .2735:584:7825,05
2 ⋅−−+⋅

2. Rotunjiţi, utilizând calculatorul de buzunar, până la miimi:
a) ;7           b) ;3           c) ;22           d) .53

3. Comparaţi numerele:

a) 7
5  şi ;4

3 b) 7  şi 2,65;

c) 23 −  şi 1,7; d) 31+  şi .22 +

4. Scrieţi în ordine crescătoare:
);56(,3;23 −  .52;5

12);15(,2;21;32 −−+

6. Pentru a prepara o prăjitură de ciocolată (6 porţii) se folosesc următoarele ingrediente: 250 g de
unt, 200 g de zahăr, 300 g de ciocolată, 6 ouă şi 3 linguri de făină. Care sunt cantităţile necesare
pentru fiecare ingredient în cazul în care se prepară 4 porţii?

7. a) Copiaţi şi completaţi tabelul:

8. a) Copiaţi şi completaţi tabelul:

b) Numiţi proprietăţile înmulţirii utilizate la completarea tabelului.

b) Numiţi proprietăţile operaţiilor cu numere reale utilizate la completarea tabelului.

x y z x + y y + x )( zyx −⋅ xzxy − 222 −−− ⋅⋅ zyx 2)( −xyz

2
1− 2 6

10 –0,25 4
1

8 5− 10

2,5 – 9 3

a b c ba ⋅ ab ⋅ )( cba ⋅⋅ cba ⋅⋅ )( 1⋅a b
1 cc ⋅1

5 –4 2

3
1 6 –7

2 2− 35

0,3 3
π π−
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11. De câte ori la cel mai mare număr de o cifră trebuie adăugat cel mai mare număr de două cifre pentru a obţine cel mai
mare număr de trei cifre?

12. Suma, produsul şi câtul căror numere reale sunt egale între ele?

13. Completaţi şirul 12;  18;  27;  40,5;  ;  .

14. Costul biletului pentru o călătorie cu vaporul este de 8,25 € pentru maturi şi de
2,75 € pentru copii. Utilizând datele din imagine calculaţi câţi lei s-au plătit pentru
călătorie, dacă în cursul valutar 1 € = 19,4 lei.

15. Efectuaţi:
a) ;)53( 2− b) ;)172( 2+ c) ;)73( 2− d) .)5223( 2+

16. Efectuaţi:
a) ;)32( 3− b) ;)32( 3− c) ;)153( 3+ d) .)32( 3+

17. Calculaţi, utilizând calculatorul de buzunar, prin rotunjire până la sutimi:
a) ;5273 + b) ;3927 − c) ;523 −− d) ).25(3 −

18.  Investigaţi! Stabiliţi legitatea şi aflaţi numărul omis:

223 − 2 6411−
51+ 3 ?

21. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia:
a) );8,15(:4,6)84(5,7|133|2)332( 22 −+−−−+−

b) .)372()83(6|331||327| 22 −−+−−+−

22. Efectuaţi:
a) ;)( 2cba +−                     b) ;)( 2cba −−                     c) .)( 2cba ++

23. Calculaţi:
a) );20(,11)23(,5)18(,2)15(,7 +−+                   b) ).2(2,2)3(5,3)3(1,6)7(2,5 +−+−

24. Scrieţi numărul 34000 ca diferenţa pătratelor a două numere naturale.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

9. Pe eticheta unei sticluţe cu mixtură este scris: 40 ± 3 ml. Ce puteţi spune despre cantitatea de mixtură
din sticluţă?

10. Scrieţi ca sumă, diferenţă, produs şi cât de două numere reale, diferite de 0 şi 1, numărul:
a) ;73              b) ;58 +              c) ;32−              d) ;5,7−              e) 18;             f) .116 −

40±3ml

19. Preţul unui televizor s-a majorat cu 20%, apoi, peste o lună, cu încă 20%.
Cu câte procente s-a majorat preţul iniţial al televizorului?

20.  Lucraţi în perechi! La copierea exerciţiului 2625:20 +⋅  un elev a
uitat să pună paranteze. Restabiliţi parantezele, dacă se ştie că răspunsul
trebuie să fie numărul:
a) 38;                  b) 196;                  c) 152.
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§ 3. Puteri [i radicali

Rădăcină pătrată a unui număr real nenegativ a (sau radical de ordinul doi din a)
se numeşte numărul real nenegativ b al cărui pătrat este a.

Proprietăţi ale rădăcinii pătrate
1° Dacă a este un număr real, atunci .||2 aa =
2° Dacă a şi b sunt numere reale nenegative, atunci .abba =⋅

3° Dacă a este un număr real nenegativ, iar b – un număr real pozitiv, atunci .
b
a

b
a =

4° Dacă a este un număr real, iar b – un număr real nenegativ, atunci .||2 baba ⋅=

• Calculaţi  .
10
48

3
6,3 ⋅

Rezolvare:

=⋅=⋅
10
48

3
6,3

10
48

3
6,3 aplicăm proprietatea 3°

=⋅=
⋅
⋅= 1636,0
310
486,3 aplicăm proprietatea 2°

.4,246,0 =⋅=

3.1. R=d=cina p=trat= a unui num=r real [i propriet=\ile ei.
Recapitulare [i complet=ri

 Ne amintim

 Definiţie

Rădăcina pătrată a numărului real nenegativ a se notează .a

 Reţineţi

 Aplicăm

• Completaţi casetele. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia ,
81
50

5
3

2

22

b
a

a
b ⋅  dacă

.0,0 >< ba
Rezolvare:

=⋅=⋅
2

22

2

22

81
50

5
3

81
50

5
3

b
a

a
b

b
a

a
b aplicăm proprietatea

=
⋅⋅
⋅⋅=

2

22

815
503

ba
ab aplicăm proprietatea

=
⋅⋅

⋅⋅=
||95

||253 2

ba
ab aplicăm proprietatea

3
2

3
2)(2 b

ba
ab −=⋅

⋅−⋅= deoarece .0,0 >< ba

• Calculaţi:   a) ;
4
16        b) .7616 −

Rezolvare:

a) 
2
5

4
25

4
16 == deoarece 0

2
5 ≥  şi ;

4
25

2
5 2

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

b) =−=+⋅⋅−=− 222 )37(3732)7(7616

    73|37| −=−= deoarece 0)73( ≥−  şi .7616)73( 2 −=−
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Pentru ∗∈Ra  şi ∗∈Nn , ....
factori
43421

n

n aaaaa ⋅⋅⋅⋅=

.,,1 ∗∗− ∈∈= ZR na
a

a n
n  .,10 ∗∈= Raa

Pentru 0=a  şi ∗∈Nn , .00 =n

• Calculaţi:  a) ;3
2 4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−                 b) ;)2,1( 0                 c) .5 3−

Rezolvare:

a) ;81
16

3
2

3
2

3
2

3
2

3
2 4

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−

b) ;1)2,1( 0 =

c) .125
1

5
15 3

3 ==−

• Raţionalizaţi numitorul raportului:     a) ;
73

14       b) .
104

3
−Rezolvare:

a) =
⋅

⋅=
773

714
73

14 amplificăm raportul cu 7

    ;
3

72
73
714 =

⋅
=

amplificăm raportul cu expresia
conjugată numitorului: 104 +

b) =
+−

+=
− )104)(104(

)104(3
104

3

    .
2

104
6

)104(3
1016

)104(3 +=+=
−

+=

Expresiile ba +  şi ,0,,, >∈− bbaba R  se numesc expresii conjugate.

•  Fie E o expresie. Raţionalizarea numitorului unui raport poate fi efectuată amplificând
raportul de tipul:

1. ,,, ∗
+

∗ ∈∈ RR ba
ba

E  cu ;b

2. ,,, ∗
+∈∈

±
RR ba

ba
E  cu expresia conjugată numitorului raportului dat.

 Investigăm

 Definiţie

Raţionalizare a numitorului unui raport se numeşte transformarea care elimină
radicalii de la numitorul acestuia.

 Reţineţi

 Generalizăm

3.2. Puteri cu exponent ]ntreg. Propriet=\i

,10 =a  ∗∈Ra

,1
n

n

a
a =−  ,∗∈Ra  ∗∈Zn

...
factori
43421

n

n aaaaa ⋅⋅⋅⋅=

 Definiţia puterilor cu exponent întreg

Expresia 00  nu are sens. Observaţie
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• Calculaţi  .
3

33
4

23 ⋅−

Rezolvare:

.243
1

3
133

3
33

5
5423

4

23

====⋅ −−+−
−

• Aduceţi la forma cea mai simplă .
5
2

5
2

3

3

22

5

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−

b
a

b
a

Rezolvare:

.5
2

5
2

5
2

5
2

5
2

5
2

5
2 2

1

2

91032

6432

93

63

102

423

3

22

5

2 ba
b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

b
a ==

⋅
⋅=

⋅
⋅⋅

⋅
⋅=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−+−+−

+−+−

−−

−−−

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Calculaţi:

a) ;4010 ⋅ b) ;32
2 c) ;69,12516,0 ⋅⋅

d) ;16
13 e) ;34 f) .

5
2

4

6

2.  Investigaţi!  Aflaţi valorile numărului real a pentru
care este adevărată egalitatea:

a) ;2)2( 2 −=− aa      b) ;24
2 aa −=

c) .1
3

12
3

2 +=
++ aaa

3.  Lucraţi în perechi! Introduceţi factorul sub
radical:

a) ;273
2          b) ;0,3 <aa          c) .1,)1( ≥− bbb

Proprietăţi ale puterilor cu exponent întreg
Pentru :,,, ZR ∈∈ ∗ mkba
1° ;mkmk aaa +=⋅ 2° ;mk

m

k

a
a
a −= 3° ;)( mmm baab ⋅=

4° ;m

mm

b
a

b
a =⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ 5° .)( mkmk aa ⋅=

 Reţineţi

 Aplicăm
Cum se exprimă

în cuvinte
proprietăţile

1°–5°?

4.  Lucraţi în perechi!  Scoateţi factorul de sub radi-
cal:
a) ;48 b) ;98

c) ;5 4a d) .2,)2(7 2 <− aa

5. Scrieţi ca putere cu baza 10:   1000; 100; 10; 1; ;10
1  ;100

1

0,0001.

6. Calculaţi: a) ;
3
3

7

4

−

−

b) ;55 911 ⋅−

c) ;11
1

11
3 34 −

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ d) .246 22 −⋅

7. Efectuaţi: a) ;52 53 aa ⋅− b) ;
28
7

4

3

−

−

x
x

c) ;2
1 2

3
−

− ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ b d) .10
1 3

2
−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ y

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

8. Calculaţi:

a) ;16,05
3

6124844,110 −−−+           b) .
27

1
27

1
+

−
−

9.  Lucraţi în grup! Raţionalizaţi numitorul raportului:

a) ;
213

7                b) ;
105
6                c) ;

31
2

+
               d) ;

625
6

−
               e) .

52
52

+
−
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

18. Calculaţi:
a) ;105,2 5⋅ b) ;109,4 3−⋅

c) ;106,1 7⋅ d) .101,8 5−⋅

19. Aduceţi la forma cea mai simplă:

a) ;19101910
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++−

 b) .452452
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−+

20.  Investigaţi!

a) ;363633 =−⋅+⋅

b) ;25407 −=−

c) ;
2

1332 −=+

d) .7429721 −=−

10. Aduceţi la forma cea mai simplă:

a) );27212(3 −

b) );1252(3248 −−

c) );32)(33( ++

d) .120)56( 2 −+

11. Simplificaţi raportul:

a) ;
5
52

+
−

x
x b) ;

3
3

aa
a

+
+

c) ;
12
22

−
− d) .

7
772 −

12. Calculaţi:

a) ;
3281

6
22

10

−−

−

⋅
b) ;125255

1 46
25

−−
−

⋅⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

c) ;
30

1520
7

34

−

−− ⋅ d) ;
981
27)3(

69

104

−

−

⋅
⋅−

e) );110)(110( 22 +− −− f) .
4

)2()2(
2

2653 −⋅

13.  Lucraţi în perechi! Calculaţi:
a) );104,8()105,2( 43 ⋅⋅⋅ −

b) );105,1(:)105,4( 32 −− ⋅⋅
c) ];10)4,2[()106,3( 215 −− ⋅⋅⋅
d) ).106,1(:)104,6( 34 −− ⋅⋅

21. Simplificaţi raportul :)( N∈n

a) ;
6

32 11

n

nn −+ ⋅ b) ;
72

14
22 +− ⋅ nn

n

c) ;
23

12
121 +− ⋅ nn

n

d) .
100

52 1212

n

nn −+ ⋅

22. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia:

a) ;158 −

b) ;154154 −++

c) .7474 +−−
Indicaţie. Aplicaţi formulele radicalilor compuşi:

,22
22 baabaaba −−±−+=±

a, b, .)( 2
+∈− Rba

23.  Lucraţi individual! Investigaţie.  Puterile în diverse domenii.

14. Masa Soarelui este de aproximativ 31102,0 ⋅  kg. De câte ori este mai mare
masa Soarelui decât masa Pământului, dacă se ştie că masa Pământului
este de aproximativ 25105974,0 ⋅  kg?

15. Distanţa medie de la Pământ la Soare este de 9101496,0 ⋅  km. În cât timp o
rază de lumină parcurge această distanţă, dacă viteza luminii este de
aproximativ 9103,0 ⋅  m/s?

16. Calculaţi aria pătratului latera căruia este egală cu:
a) 52  cm;          b) 12 dm;          c) )31( +  mm;          d) )25( −  mm.

17. Calculaţi aria dreptunghiului cu dimensiunile:
a) )25( −  cm şi )25( +  cm;                 b) )17( +  cm şi )17( −  cm.
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Exerci\ii [i probleme recapitulative

Fix=m cuno[tin\ele

1. Efectuaţi:
a) ;45054,73:9,9))3(,42,1(5,6 −⋅+−−⋅
b) ).32(103463)35)(27( −+−−+−

2.  Lucraţi în perechi!

1) Scrieţi ca număr zecimal fracţia:

a) ;23
16             b) ;105

28            c) ;302
65             d) .0046

178

2) Aflaţi perioada fiecărui număr zecimal obţinut.

3. Comparaţi:
a) 7  şi ;10 b) 63  şi ;54
c) 23  şi ;103 d) 17  şi 4,5;

e) 312 ⋅  şi ;57 ⋅ f) 
12
72  şi .

5
35

10.  Lucraţi în perechi!  Scrieţi ca sumă, diferenţă,
produs şi cât de două numere reale, diferite de 0 şi 1,
numărul:
a) ;112− b) ;32 −
c) ;731+ d) .137

11. Efectuaţi:
a) ;)523( 2− b) ;)72( 2+
c) ;)23( 3− d) .)55( 3+

12. Calculaţi rotunjind până la zecimi soluţiile ecuaţiei:
a) ;013 2 =−− xx b) ;0152 =−+− xx
c) ;024 2 =−− xx d) .0832 =−− xx

13. Explicitaţi modulul:
a) |;331| − b) |;167| +−
c) ;|)53(| 2−− d) .|2332| −

14.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;5|13| 2 =+− xx b) ;2|22| 2 =+− xx
c) ;9|74| 2 =−x d) .3|2| 2 =− xx

15. Comparaţi numerele:
a) 325 −    ;22 + b) 76 +    .74

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

4. Explicitaţi modulul:
a) |;)5(,7| b) |;73| −

c) |;232| − d) .|668| −

5. Scrieţi în ordine crescătoare:
a) .25;19;1,7;53;7);3(2,7 −
b) .7;25;102;34

6. Utilizând calculatorul de buzunar, calculaţi rotunjind
până la miimi:
a) ;6                 b) ;11                 c) ;29                 d) .37

7. Aduceţi la forma cea mai simplă:
a) ,)( 348 −⋅ aa  ;∗∈Ra b) ,)( 283 −− ⋅cc  ;∗∈Rc

c) ,4
2

5

3
−

−

− ⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ m

m
m  ;∗∈Rm d) ,3

1

2

3 −

− ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

x
x  .∗∈Rx

8.  Lucraţi în perechi! Dintr-un număr de două cifre, înmulţit cu un număr de o
cifră, se scade un număr de o cifră şi se obţine 1. Care sunt aceste numere?

9. Alina avea o bancnotă de 50 lei, una de 10 lei, două de 1 leu şi 3 monede de 50 bani.
După ce a făcut cumpărături, i-au rămas 20% din întreaga sumă. Cât a cheltuit
Alina?

16. Reprezentaţi pe axa numerelor mulţimea:
a) };5||{ ≤∈= xxA R

b) };3|1|{ <+∈= xxB R

c) }.5,1|3|{ ≥−∈= xxD R

17. Scrieţi ca fracţie numărul zecimal:
a) 6,(7);        b) 15,(25);       c) 3,2(17);       d) 0,123(7).

18.  Lucraţi în perechi!   Aduceţi la forma cea mai
simplă:
a) ,16 2x  dacă ;0<x
b) ,81,0 22ba  dacă ,0>a  ;0<b
c) ,24 23nm  dacă ;0>n
d) ,8 64 yx  dacă .0<y

19. Calculaţi:

a) ;
101,1
106,6

7

5

−⋅
⋅

             b) ;
107
106,5

3

2

−

−

⋅
⋅

             c) .
108,3
109,1

4

5

−

−

⋅
⋅

20.  Investigaţi! Dintr-o foaie de tablă de formă
pătrată s-a tăiat o fâşie cu lăţimea de 25 cm. Aflaţi
dimensiunile iniţiale ale foii de tablă, dacă se ştie că
aria părţii rămase după tăiere este de .cm 4004 2
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21. Tatăl îi spune fiului: „10 ani în urmă eu eram de 10 ori mai în vârstă decât tine, iar peste
22 de ani voi fi numai de două ori mai în vârstă.” Câţi ani are acum tatăl şi câţi fiul?

22. Calculaţi valoarea expresiei:

a) (EG, 2015)  ;
84

2
53

23

⋅
          b) (EG, 2017)  ;

8
42
1

23

−

−⋅           c) (EG, 2019)  ;
32
26

22

24

⋅
⋅ −

d) (EG, 2021)  ;84
1254 08 −+           e) (EG, 2023)  .

3
279
4

3

−

− ⋅

23.  Investigaţi! O cărămidă are masa de 1,5 kg şi încă a unei jumătăţi de aceeaşi cărămidă. Care este masa cărămizii?

27. Reprezentaţi geometric pe axa numerelor punctele:
),32(),15( ++ BA   ).47(),23( −− DC

28. Efectuaţi:
a) ;)5223( 2+−        b) .)2523(2 2−+

29. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;5)3|(||| =−xx
b) ;02||2 =−− xx
 c) ;|3|3)3( 22 xx −−=−
d) ;01)5|)(|3|(| =−+− xx

e) .|4|5)4( 22 xx +−=+

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

30. Aduceţi la forma cea mai simplă:
a) ),(:)( 1122 −−−− +− yxyx  ;, ∗∈Ryx
b) ),()( 222 −−− −⋅+ baba  . , ∗∈Rba

31. Cu ce este egală:
a) diferenţa ,|| aa −  ;R∈a
b) suma ,|| aa +  ?R∈a

32. Demonstraţi că:
a) produsul oricăror trei numere naturale consecutive
se divide cu 6;

b) produsul a două numere pare consecutive este
multiplu al lui 8.

33.  Lucraţi individual!      Proiect. Numerele reale în viaţa mea.

24. Un pepene verde are masa de 3,5 kg şi încă a unei jumătăţi de acelaşi pepene.
Care este masa pepenelui?

25. „Triunghiul de numere” al lui Leibniz.
Se construieşte astfel:

1) Laturile laterale sunt formate din inversele numerelor naturale

nenule ...,5
1,4

1,3
1,2

1,1
1

2) Fiecare număr al unei linii este
suma numerelor de pe linia următoare
situate imediat sub el.

De exemplu: .12
1

6
1 x+=

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646–1716), matematician german

a) Completaţi triunghiul până la linia care începe cu .10
1

b) Investigaţi şi găsiţi proprietăţi interesante în cadrul „triunghiului de numere” al lui Leibniz.
Navigaţi prin internet!

26. Calculaţi:

a) (EG, 2016)  ;47
37

2 ++
−

               b) (EG, 2022)  .27
3

932 −+

1
1

6
1

3
1

3
1

4
1

4
1

12
1

2
1

2
1

x

.       .       .      .      .
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Varianta I

1. Fie }.7;9;8|;1|);3(,2;3;0;5{ −−= πA
a) Completaţi caseta: card A = .
b) Aflaţi: .;; QZN III AAA
c) Ordonaţi crescător elementele mulţimii A.
d) Rezolvaţi în R  ecuaţia:

.29)1()]4(,57)3(:18[ 23 xx −=−⋅⋅−− −

2. Fie expresia

).25(2)45()43( 22 −−−++=E

a) Aflaţi valoarea expresiei E.
b) Aflaţi inversul numărului obţinut în a).

3. Alisia are o bancnotă de 100 lei, două bancnote de
50 lei, una de 20 lei, trei de 10 lei şi patru de 1 leu. După
ce a achitat cumpărătura, Alisiei i-au rămas 12% din
suma iniţială.
a) Scrieţi în casetă „>” sau „<” pentru  a obţine o
propoziţie adevărată:

Suma iniţială      210 lei.
b) Calculaţi cât a cheltuit Alisia.

c) Aflaţi ce sumă ar trebui să cheltuiască Alisia, astfel
încât să-i rămână 20% din suma iniţială.

Test sumativ

Varianta II

1. Fie }.8;);6(,3;16;0|;5|;3{ ππ −−−=B
a) Completaţi caseta: card B = .
b) Aflaţi: .;; QZN III BBB
c) Ordonaţi descrescător elementele mulţimii B.
d) Rezolvaţi în R  ecuaţia:

.34)1(]186)3(,8:)5[( 22 xx +=−⋅⋅−− −

2. Fie expresia

).15(2)52()34( 22 −−+++=E

a) Aflaţi valoarea expresiei E.
b) Aflaţi inversul numărului obţinut în a).

3. Amelia are o bancnotă de 200 lei, două bancnote de
100 lei, una de 50 lei, patru de 5 lei şi trei de 1 leu. După
ce a achitat facturile de întreţinere şi utilităţi, Ameliei
i-au rămas 20% din suma iniţială.
a) Scrieţi în casetă „>” sau „<” pentru  a obţine o
propoziţie adevărată:

Suma iniţială      620 lei.
b) Calculaţi cât a achitat Amelia pentru întreţinere şi
utilităţi.
c) Aflaţi ce sumă ar trebui să plătească Amelia pentru
întreţinere şi utilităţi, astfel încât să-i rămână 15% din
suma iniţială.

Timp efectiv de lucru:45 de minute
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Esenţa matematicii nu este să facă lucrurile simple
complicate, ci să facă lucrurile complicate simple.

Stan Gudder

Capitolul

Rapoarte algebriceRapoarte algebrice22
§ 1. No\iunea de raport algebric

11111 Observaţi, selectaţi şi completaţi.

• Următoarele rapoarte nu sunt fracţii: ,8,3
6,2,7

2,4,2
4,0,6

5,9 , .

• Numărătorul raportului 7
2,4  este . Numitorul raportului 4,0

3,0−  este .

• Valoarea raportului 4
3  este 0,75, iar a raportului 2

4,0  — .

• Rapoartele 2
4,0  şi 

5
 sunt egale.

22222 Examinaţi şi completaţi:

a) Dacă ,9,0=b
a  atunci ?3

32 =+
b

ba

+⋅=+=+
b
a

b
b

b
a

b
ba

3
2

3
3

3
2

3
32 ⋅= 3

2  +  = .

Dacă ,9,0=b
a  atunci numărul  este valoarea raportului .3

32
b

ba +

b) Dacă ,3,1,2 =−== cba  atunci valoarea expresiei cba ++ 52  este

2 2 + 5 ·  +  = .

 Investigăm

 Reţineţi Expresiile algebrice sunt formate din numere şi litere (numite variabile) legate
prin operaţiile de adunare, scădere, înmulţire, ridicare la putere, extragere a rădă-
cinii pătrate.
Expresiile algebrice raţionale nu conţin variabile sub radical.

Raportul a două expresii algebrice raţionale se numeşte raport algebric (sau fracţie
algebrică).

 Definiţie

3
5

5
2−

6
5,9

2
4,0 5

1

3
4−

7
2,4

8,3
6,2 5

2

4,0
3,0−

4
3

5,9
6
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§1. No\iunea de raport algebric

33333 Completaţi:

a) Pentru 1=x  şi ,2=y  valoarea raportului algebric yx
yx

−
+

3
2  este ==

−⋅
+⋅ 5

13
212

.

b) Pentru ,0=a  valoarea raportului algebric a
a

−
−

2
22

 este ==
−

−
2

202

.

Valoarea raportului algebric a
a

−
−

2
22

 nu poate fi calculată pentru ,02 =−a  adică pentru =a .

Valoarea raportului algebric a
a

−
−

2
22

 poate fi calculată pentru orice \R∈a { }.

 Reţineţi Domeniul valorilor admisibile (se notează DVA), în mulţimea dată M, al unui
raport algebric cu o variabilă este submulţimea lui M, în care nu se anulează
numitorul raportului algebric, adică raportul algebric are sens.
DVA în R  al raportului algebric a

a
−
−

2
22

 este }.2{\R

Notăm cu F(x) un raport algebric cu variabila x. Dacă DVA∈a  al raportului F(x),
atunci F(a) este valoarea raportului F(x) pentru .ax =

44444 Observaţi şi completaţi:

1

–2

3

06
0

51
11 ==

+
−

=
+
−−

5
)2(1

=
+

−
53

1

0
151

11
2

2

=
⋅+

−

=
⋅+−

−−−
5)2(

)2(2
2

2

25,0
5

3
2

2

−=
⋅+

−

Valoarea raportului algebric 
xx

xx
52

2

+
−Valoarea

variabilei Valoarea raportului algebric 
5

1
+
−

x
x

DVA în R  al raportului 5
1

+
−

x
x  este \R { }, iar al raportului xx

xx
52

2

+
−

 este ,0{\R }.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Calculaţi valoarea expresiei algebrice xx 32 2 −  pentru:
a) ;0=x b) ;2−=x c) ;5,0=x d) .6

1=x

2. Calculaţi valoarea expresiei algebrice abab +− 24  pentru:
a) ;2== ba b) ;2,3 −== ba c) ;5,1,4 =−= ba d) .3

4,4
3 == ba

3. Scrieţi ca raport algebric:
a) );52(:3 +xx b) );(:)( 2 babxax −+ c) );3(:)42( axx −+ d) ).7(:12 35 xbx −

De exemplu, expresiile tz
tz

t
t

ba
ab

yx
yx

x 5,4
2,,,2

4 2

2 ++
−

−+
+

−  sunt rapoarte algebrice.
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

4.  Investigaţi!  Selectaţi rapoartele algebrice:

a) ;3
12

x
x −   ;1

4,0 2

+
−

x
xx   ;2

3
+ax   ;9

5
y

x
−   ;4

7x   ;12
12

+
−

x
x  ;

5
5

2

2

−
+

y
y

b) ;
35

10
+x

  ;4
99,0
+ax

a   ;x
y   ;4

x
 .

92 −− x
y

5. Numiţi numărătorul şi numitorul raportului algebric:

a) ;
32
19,0 2

−
+

a
a                b) ;35

8
−− x                c) ;

8
7

2

2

axa
x

+
+                d) .

)4(,7
)7(,8

2 xy
xy

−−

6. Aflaţi valoarea raportului algebric 1
12

+
+

x
x  pentru:

a) ;1=x                b) ;0=x                c) ;5,0=x                d) .2
11=x

7. Aflaţi valoarea raportului algebric yx
yx

−
+

2
23  pentru:

a) ;1== yx               b) ;2,4 == yx                c) ;2
1,6

1 == yx              d) .4,0;8,0 =−= yx

8.  Lucraţi în perechi!  Aflaţi domeniul valorilor admisibile al raportului algebric:

a) ;4
3
−a
a              b) ;3

22

x
xx

+
+              c) ;62 +

+
b

ba              d) ;6,08
2

a
ba

+−
−              e) ;

182
35

2 −
+

x
ax              f) .

36,0
12

2

2

a
axa
−

++

9. Aflaţi valoarea raportului algebric yx
yx

−
+ 2,18,0  pentru:

a) ;2yx =                b) ;2xy =                c) ;3,1=y
x                d) .4,0−=x

y

10. Fie raportul algebric .48
12)( x

xxF
−

+=  Comparaţi numerele:

a) )0(F  şi );1(F        b) )2(−F  şi );1(−F        c) )5,0(F   şi );5,0(−F        d) )10(F   şi ).10(−F

11. Fie raportul algebric .10)(
2

x
xxF −=

a) Ordonaţi crescător numerele ).3(),2(),1(),1(),2(),3( FFFFFF −−−
b) Ordonaţi descrescător numerele ).5,0(),5,0(),4(),4( FFFF −−

12.  Lucraţi în grup!  Pentru care valori ale variabilei valoarea raportului algebric este număr întreg:

a) ;2
7
−x b) ;3

5
x−

− c) ;2
9

x+ d) ?10
4

+
−

x
13. Aflaţi domeniul valorilor admiribile al raportului algebric:

a) ;
32

2

−x
x b) ;

12
1

2 ++
−

tt
t c) ;

2

3

−
+

b
ba d) .yx

xy
−

14. Utilizând proprietăţile rapoartelor, determinaţi pentru care valori ale variabilei sunt egale valorile rapoartelor algebrice:

a) x−3
8  şi ;2

4
x+ b) 12

5
−x  şi ;1

10
+

−
x c) 

x33
12

−
 şi ;

218
6

x−
d) x

5−  şi .1
10
+x

15. Sunt oare egale în R rapoartele:

a) 42 +x
x  şi ;

)1)(4(
)1(

22

2

++
+
xx

xx
                  b) 1

1
−x  şi ;

1
1

2 −
+

x
x                   c) 2

1
x

 şi ?3x
x
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2.1. Amplificarea rapoartelor algebrice

§ 2. Amplificarea [i simplificarea rapoartelor algebrice

 Investigăm • Observaţi şi completaţi:

== 6,1:4,26,1
4,2

Amplificăm cu 2.

== 2,3:8,42,3
8,4

2×

Simplificăm cu 1+x .

DVA

\R { }

DVA

}1;0{\ −R

x

)1(: +x

)1(
)1(12 2

2

2

+
+=

+
++

xx
x

xx
xx

x
x 3+

)3( −× x Amplificăm cu 3−x .

DVA

}0{\R

DVA

}3;0{\R
−

−=−
−+

2

2 9
)3(

)3)(3(
xxx

xx

a) Împărţiţi numărătorul şi numitorul raportului algebric 
1

3
2

2

−
−

x
xx  la expresia .1−x

(Considerăm .)01 ≠−x

b) Comparaţi DVA al raportului obţinut cu DVA al fracţiei .
1

3
2

2

−
−

x
xx

c) Calculaţi valorile celor două rapoarte algebrice pentru: .3;2;0 −=== xxx
Ce observaţi?

 Reţineţi A simplifica un raport algebric cu o expresie algebrică raţională nenulă înseamnă
a împărţi numărătorul şi numitorul raportului la expresia dată.
Prin simplificarea unui raport algebric se obţine un raport algebric egal cu cel dat
în domeniul valorilor admisibile comun celor două rapoarte.
DVA al raportului algebric obţinut în urma simplificării unui raport algebric poate fi
diferit de DVA al raportului dat.

 Reţineţi A amplifica un raport algebric cu o expresie algebrică raţională nenulă înseamnă
a înmulţi numărătorul şi numitorul raportului cu expresia dată.
Prin amplificarea unui raport algebric se obţine un raport algebric egal cu cel dat
în domeniul valorilor admisibile comun celor două rapoarte.

a) Înmulţiţi numărătorul şi numitorul raportului algebric x
x 3+  cu expresia .3+x

b) Comparaţi DVA al raportului obţinut cu DVA al raportului .3
x

x +

c) Calculaţi valorile celor două rapoarte algebrice pentru: .5;2;1 =−== xxx
Ce observaţi?

2.2. Simplificarea rapoartelor algebrice

 Investigăm • Observaţi şi completaţi:

== 5,1:9,05,1
9,0

Simplificăm cu 3.

=5,0  : 0,5 = 

3:
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Raportul algebric se numeşte reductibil dacă el poate fi simplificat.
Raportul algebric se numeşte ireductibil dacă el nu poate fi simplificat.

 Definiţii

Raportul algebric 
4

)2(
2 −

−
x
xx  este reductibil (argumentaţi!), iar raportul 2+x

x  – ireductibil. Exemplu

1. Amplificaţi fracţia:

a) 5
2  cu 3; b) 9

4  cu 5;

c) 7
3−  cu 4; d) 6

5−  cu 6.

2. Amplificaţi raportul:

a) 3
8,1  cu 2,5; b) 4,4

1,2−  cu 3;

c) 8,6
5,3−  cu 1,6; d) 9,1

7,0  cu 8.

3. Amplificaţi raportul algebric:

a) y
x  cu x; b) 1−x

y  cu y;

c) a
ab
+2  cu b; d) 1

1
+
−

x
x  cu .1−x

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

7. Restabiliţi şirul de rapoarte egale:

a) ;8,16
2,11

3,0
124

3 −==== b) .28
32

8,12
11

8
5

−=−===

8. Restabiliţi şirul de rapoarte algebrice egale:

a) ;
5,0

1
32 xyyx

yxy
yxxy

x
+

=−==− b) .33
77

2222 xy
xy

yx
yx
yx −=

−
=−=

−
+

9.  Lucraţi în grup!  Utilizând proprietăţile rapoartelor, determinaţi valorile variabilei pentru care sunt egale
rapoartele algebrice:

a) 1
1

−
+

x
x  şi ;2

2

xx
xx

−
+           b) 24

2
x
x

−
+  şi ;2

1
−

−
x           c) 32

32
−
+

x
x  şi ;

49
9124

2

2

x
xx

−
−−−

          d) 1−x
x   şi .

123

3

−+−
+

xxx
xx

10. Simplificaţi raportul algebric, astfel încât să obţineţi un raport algebric ireductibil:

a) ;
44

)2(3
2 ++

+
xx

x                     b) ;
)(2

44
2

22

ab
ba

+
−                     c) ;2

22

yxx
xy

−
−                     d) .

25,0
44

22

22

xb
bbxx

−
+−

4. Simplificaţi fracţia:

a) ;36
24           b) ;216

96          c) ;189
81           d) .216

180

5. Simplificaţi raportul:

a) 6,3
8,2  cu 4; b) 5,5

25,3  cu 2,5;

c) 34,11
08,10−  cu 1,8; d) 56,25

68,15  cu 3,2.

6.  Lucraţi în perechi!  Simplificaţi raportul algebric:

a) 2

3

10
5

xy
yx

 cu 5xy; b) 83

65

9
3

yx
yx−

 cu ;3 63 yx

c) 22

23

4
2

yx
yxx

−
−

 cu ;2 yx −  d)  2

22

1421
4129

yxy
yxyx

+
++

 cu .32 xy +

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

11. Se ştie că .10=+
y

yx  Aflaţi .2

22

y
yx −

12. Care este prima cifră a celui mai mic număr natural care are proprietatea: suma cifrelor lui este egală cu 2007?
Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=
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3.1. Adunarea [i sc=derea rapoartelor algebrice

§ 3. Opera\ii aritmetice cu rapoarte algebrice.
Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

 Investigăm • Observaţi şi completaţi adecvat:

.1414
43

7
4

14
3 )2

=⋅+=+

.1818
3522

6
5

9
2 )3)2

−=⋅−⋅=−

=−=− 9
8

1
3

9
83

)

.99
893 ==−⋅=

.
222 222 =−+=−+
b

aba
b

ab
b
a

.
33

2)1(2
3

1
222

)3)

xx
xx

xx
xx

=⋅+−=+−

=−+
+−−=−

+−+
− +−

)1)(1(
)1()1(

1
1

1
1 22)1)1

yy
yy

y
y

y
y yy

.
11

)1(12
22

22

−
=

−
++−+−= yyy

 Reţineţi Adunarea rapoartelor algebrice posedă aceleaşi proprietăţi ca şi adunarea numerelor
reale (asociativitatea, comutativitatea etc.).

3.2. }nmul\irea [i ]mp=r\irea rapoartelor algebrice

 Investigăm • Observaţi şi completaţi adecvat:

.117
25

11
2

7
5 =

⋅
⋅=⋅

.8
5

128
53

12
5

8
3 3(

−=⋅−=⋅
⋅−=⋅−

=⋅= 716
21

8
7:16

21

.1
3

716
21 87(

=⋅
⋅=⋅

⋅=
⋅

== 6
5:3

5
6
5:3

21

.33
5 (

=⋅
⋅=⋅=

⋅

=
⋅+

−+=+⋅
+
− +3(22

2)3(
)12()3(

2
)3(

3
12 y

yy
yy

y
y

y
y

.2
32

2
)3( 2

y
yy

y
y −+=+=

=⋅−=⋅−
b

ba
baba

a
b

b
aba

(2222 )(

.)()()( (2

baa
ba

a
aba a

−=−=⋅−

=
+

⋅−=+−
yxyx

yx
xy

yx
yx
yx

22

22

22

22

3
:

3

.3)()(3
))(( )((

2 =
+⋅

⋅+=
+⋅ yx

yx
yx

Reguli de adunare şi scădere a rapoartelor algebrice
1. Suma a două rapoarte algebrice cu acelaşi numitor este un raport algebric cu numărătorul

egal cu suma numărătorilor, iar numitorul coincide cu numitorii rapoartelor date.
2. Pentru a aduna două rapoarte algebrice cu numitori diferiţi, se aduc rapoartele la acelaşi

numitor, apoi se aplică regula 1.
3. Pentru a scădea două rapoarte algebrice, se adună descăzutul cu opusul scăzătorului.
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22222 Observaţi şi completaţi adecvat:

• Inversa fracţiei 7
3  este fracţia .3

7 • Inversa fracţiei 5
14  este fracţia .5

• Inversul raportului algebric x
x 1−  este .1−x

x • Inversul raportului algebric 
yx −2

8  este  .

Reguli de înmulţire şi împărţire a rapoartelor algebrice

1. Pentru a înmulţi două rapoarte algebrice, se înmulţesc numărătorii între ei şi numitorii
între ei.

2. Pentru a împărţi două rapoarte algebrice, se înmulţeşte deîmpărţitul cu inversul
împărţitorului.

3. Dacă raportul algebric obţinut este reductibil, atunci el se simplifică până se obţine un raport
ireductibil.

 Reţineţi Înmulţirea rapoartelor algebrice posedă aceleaşi proprietăţi ca şi înmulţirea numerelor
reale (asociativitatea, comutativitatea, distributivitatea înmulţirii faţă de adunare).

3.3. Puterea cu exponent natural a unui raport algebric

 Investigăm • Observaţi şi completaţi adecvat:

648
3

8
3

2

22

==⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛

=⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅ ⋅⋅

1,0
25

1,0
25 232232

=⋅= 25

2

323

)1(1 −
⋅=⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝
⎛

−

⋅

x
yx

x
yx

b
a

bb
aa

b
a

b
a

222 43

32

4

3

3

2

=
⋅
⋅=⋅

=⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

−
+−

0

2

3

83
152

yx
yx

 Reţineţi În calculul cu puteri cu exponent natural ale rapoartelor algebrice se aplică aceleaşi
proprietăţi ca şi în calculul cu puteri cu exponent natural ale numerelor reale.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Calculaţi:

a) ;12
5

12
7 +             b) ;14

9
14
21 −              c) ;47

31
47
29

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−+              d) .39
18

39
25

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−−−

2. Calculaţi:

a) ;4
3

8
5 +              b) ;20

11
12
11 +−              c) ;15

8
9
8 −              d) ;12

11
16
7

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−−              e) .28
15

21
14

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−+−

Regula de ridicare a unui raport algebric la o putere cu exponent natural
Pentru a ridica un raport algebric la o putere cu exponent natural, se ridică la această
putere numărătorul şi numitorul raportului.
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   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

3. Efectuaţi:

a) ;103
xyxy + b) ;ba

b
ba

a
−

+
−

c) ;
1

8
1

12
22 +

−
+ x

x
x

x d) .34
2

3

2

3

xy
yxy

yx
y

−
++

−

4. Efectuaţi:

a) ;a
b

b
a + b) ;26

xxy + c) ;22

22

ax
ax

ax
ax

+
−−

−
+ d) .2

1
22

5
3 xxx

−
+

5. Calculaţi:

a) ;5
3

17
12 ⋅ b) ;8

7
10
9

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⋅ c) ;5
2

22
15 ⋅− d) .16

9
27
8

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−⋅−

6. Efectuaţi:

a) ;3
2y
x

y
x ⋅ b) ;1

2
1

5 2

+
⋅

− y
xy

y
yx c) ;2

1
2

)1(4
−
−⋅−

+
x
x

x
x d) .1

77
8

y
y

xxy
y +⋅+

7. Calculaţi:

a) ;10
3:40

33 b) ;8
5:32

25− c) ;15
9:60

27
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− d) .41
21:287

84
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−−

8. Precizaţi inversul raportului algebric:

a) ;4
3

y
x b) ;ayb

bax
+
− c) ;

3
57

2x
x − d) .

25
4

2x
y

−

9.  Lucraţi în perechi!  Efectuaţi:

a) ;:
2

x
b

xy
ab b) ;2

1:
44

1
2

2

+
+

++
−− x

x
xx

x c) ;2
2:2

22

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+−+

+
y

x
xxy
xx d) .

248
164:3

164
2 xx

yxy
x
x

+
−

+
−

10. Efectuaţi ridicarea la putere:

a) ;7
6 2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ b) ;5
3 3

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − c) ;5
4 4

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ d) .
2

53
2

5

34

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅

11. Efectuaţi:

a) ;3

3

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

a
xy b) ;)

)( 2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
+
yx
yxx c) ;

3

35

2

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

by
ax d) .3

)1(2 2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

ba
x

12.  Lucraţi în grup!  Efectuaţi:

a) ;ba
b

ba
a

+
−

−
             b) ;1

4
12

23
2 +

−
++

+
xxx

x              c) .3)(3
2 xyx

x
ayax

ax
+

++
+−

13. Scrieţi sub formă de raport algebric: a) ;1+
+
−

yx
yx      b) .

22

yx
yxyx

+
+−+

14. Aflaţi valoarea raportului algebric 
122

22

+−
+−

yx
yxyx

 pentru:

a) ;12,21 −=+= yx                       b) .25,25 +=−= yx

15. Demonstraţi că:

a) ;2
4

)2(4
6:2

1
2

2
4

2
2 −=+

−
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
++−−

− aa
a

aaa
a              b) .1

1
1

12:1
1

11
1

2

2

2

2

+
−=

−
++

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+−−⋅

+
−

a
a

a
aa

aa
a

a
a

16. Compuneţi un raport algebric cu variabilele x şi y, al cărei valoare este egală cu:

a) 
5
2−  pentru ;1== yx b) 0,8 pentru ;1−== yx

c) 5  pentru 1=x  şi ;1−=y d) 0 pentru 2=x  şi .3=y
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§4. Transform=ri identice ale expresiilor algebrice§ 4. Transform=ri identice ale expresiilor algebrice

• Determinaţi dacă egalitatea este o identitate .)2(4)1()1( 2222 +−=−+−− xxxx
Rezolvare:
Transformăm partea stângă a egalităţii:

).1(4412124)1()1( 2222 +−=−−−−+−=−+−− xxxxxxx
Transformăm partea dreaptă a egalităţii:

).1(444)2( 2222 +−=−−−=+− xxxxxx
Obţinem ),1(4)1(4 +−=+− xx  adică egalitatea este adevărată pentru orice .R∈x
Deci, egalitatea este o identitate în mulţimea .R

• Fie rapoartele algebrice 5
1

+
−

x
x  şi xx

xx
52

2

+
−

.

a) Aflaţi DVA al rapoartelor.

b) Determinaţi dacă egalitatea xx
xx

x
x

55
1

2

2

+
−=+

−
 este o identitate în DVA al rapoartelor.

Rezolvare:
a) În §1 am determinat că DVA al rapoartelor 5

1
+
−

x
x  şi xx

xx
52

2

+
−

 este mulţimea }.5,0{\ −R

b) Transformăm în DVA partea dreaptă a egalităţii:

.5
1

)5(
)1(

52

2

+
−=+

−=
+
−

x
x

xx
xx

xx
xx

Deci, rapoartele 5
1

+
−

x
x  şi xx

xx
52

2

+
−

 sunt egale pentru orice }.5,0{\ −∈Rx

Adică, egalitatea 
xx

xx
x

x
55

1
2

2

+
−=+

−  este o identitate în mulţimea }.5,0{\ −R

 Ne amintim

Două rapoarte algebrice cu aceleaşi variabilă se numesc egale în mulţimea M,
dacă:
– mulţimea M aparţine fiecărui DVA al rapoartelor;
– ele au valori egale pentru orice valoare a variabilei din M.
Dacă 1E  şi 2E  sunt două expresii algebrice cu aceleaşi variabile şi dacă valorile
lor sunt egale pentru orice valori ale variabilelor lor din domeniul valorilor admisibile
ale celor două expresii, atunci expresiile 1E  şi 2E  se numesc identic egale în
acest domeniu, iar scrierea 21 EE =  se numeşte identitate.
Transformarea expresiei într-o expresie identică cu ea se numeşte transformare
identică.

 Definiţii

 Reţineţi Identităţile se demonstrează utilizând următoarele modalităţi:
1) se efectuează transformări identice cu partea stângă a egalităţii. Dacă în rezultat
obţinem partea dreaptă, atunci identitatea este demonstrată.
2) se efectuează transformări identice cu partea dreaptă a egalităţii. Dacă în rezultat
obţinem partea stângă, atunci identitatea este demonstrată.
3) se efectuează transformări identice atât cu partea stângă, cât şi cu partea dreaptă.
Dacă se obţine acelaşi rezultat, atunci identitatea este demonstrată.
4) se scade partea stângă din partea dreaptă, sau partea dreaptă din partea stângă.
Dacă în rezultat se obţine zero, atunci identitatea este demonstrată.
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§4. Transform=ri identice ale expresiilor algebrice

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Fie expresia .55
1

1
12

2

+
−⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−− x
x

x  Indicaţi litera care corespunde expresiei identic egale cu expresia dată.

A. ;32
5
−x                  B. ;5

32 −x                   C. ;5
32 +x                   D. .32

5
+x

2. Efectuaţi în DVA transformările identice şi aduceţi expresia la forma cea mai simplă:

a) ;
9

1:3 2 −− xx
x                   b) ;2

22 nt
nt

t
n

n
t

−
⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −                   c) .

)1(
1

2

2

+
⋅+

m
m

m
m

3.  Investigaţi!  Adevărat sau fals!

a) Egalitatea 22 )()( xyyx −=−  este o identitate.

b) Egalitatea 4
15

15
1 +=
−

 este o identitate.

c) ,21 yx
y

yx
x

+=+−  pentru .yx −≠

4.  Lucraţi în perechi!  Efectuaţi în DVA transformările identice:

a) ;1
32
−

− xx            b) ;121 2xx +−            c) .
)2(

1
1

2
1 2−

⋅⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
+−+ xxx

x

5. Fie egalitatea .
)1(

1
1

1
22 +

=
+ xx

a) Determinaţi dacă egalitatea este o identitate în DVA.
b) Pentru care valori ale lui x egalitatea este adevărată?

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

6. Determinaţi dacă sunt identic egale expresiile 2
16

82
2

4
3 2

+
−⋅+

+−− m
m

m
m

m
m  şi .)4(2

3
−m
m

7. Efectuaţi în DVA transformările identice şi aduceţi expresia la forma cea mai simplă.

a) ;
1

11:
1

1
1

1
32 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−
+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

++
+−

− xxx
x

x
                b) .8

2 2222

33

ab
ba

baba
ab

ba
ba −−

++
⋅−

8. Demonstraţi identitatea:

a) ;1)1)(1)(1)(1( 842 −=+++− ttttt                b) .59
5:

933
2

22

2

+
=

−
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
+

−
+

+ a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

9. Aduceţi la forma cea mai simplă:

a) ;
14

384
2

2

−
+−

t
tt           b) ;

183
3

2

2

−−
+
aa

aa           c) ;
9

69
22

22

ba
baba

−
++           d) .5

1
6

2:
63

14
2

2
3

2
2 −⋅+

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

−−−−+
tt

t
tt

t
tt

t

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

10. Fie expresia: 1) ;||41616
5 3

2 x
x

x −−
+

   2) .||42025
3

2 x
x

x +
+

−
a) Aflaţi DVA al expresiei.
b) Aduceţi la forma cea mai simplă expresia în DVA.

11. Rezolvaţi în DVA ecuaţia .03||21
)1||(4

1||
1||2 2

2 =+
+

++−
++

+
x

xx
xx

x

12. Fie expresia .4
53)(

2

+
−+= x

xxxE

a) Scrieţi expresia în forma ,4)( +
++= x

cbaxxE  unde .,, R∈cba
b) Aflaţi coeficienţii a, b, c.
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Exerci\ii [i probleme recapitulative

Fix=m cuno[tin\ele

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

1.  Investigaţi!  Selectaţi rapoartele algebrice:

a) ,2
3

x
xx −  ,2

89
yx

x
+

+  ,5
3x  ,9 2

ba
cbxx

−
++  ,1

1
−
+

x
x   ;

32 2x
yax

+
+

b) ,y
x  ,5,2 2

xy
x

x +
−  ,2,0

7,0,
5

20 2

ab
xy

x
x

−
−  .

)1(
)1(

2

2

xy
xy

−
+

2. Aflaţi valoarea raportului algebric 
1

45
2 +

−
x

xy
 pentru:

a) ;0== yx           b) ;1,1 =−= yx           c) ;1,0 −== yx           d) .1,2 −== yx

3.  Lucraţi în perechi!  Aflaţi domeniul valorilor admisibile al raportului algebric:

a) ;3,03
1

x
y
−−
−                b) ;

164
95

2 +−
−

x
x                c) ;2 xx

yx
+
−                d) .

2
15

23 xx
y

−
4. Amplificaţi raportul algebric:

a) 12
3

−
+

x
x  cu ;12 +x           b) 

7
7

−
+

x
x  cu ;7+x           c) yx

yx
−
−

3  cu ;3 yx +           d) xy
yx

4
4

+
−  cu .4xy +

5. Simplificaţi raportul algebric până la un raport ireductibil:

a) ;
96

93
2 ++

+
xx

x                b) ;2
22

22

ba
baba

−
+−                c) ;22

2

ax
axa

−
−                d) .

2
4

2

2

xx
x

−
−

6. Efectuaţi:

a) ;21
22 xyyx

+            b) ;2
3

2
5

yxyx +
−

−
           c) ;3

1
62

1
xx

x
−

+
−
−            d) .4

7
16

5
2 −−

− xx

7. Efectuaţi:

a) ;1
)2(

)2(
)1( 3

4

3

+
−⋅

−
+

x
x

x
x        b) ;)( 22

xy
yx

yx
xy +⋅
+

       c) ;
18
15

25
3

32

22

4 ba
yx

yx
ab ⋅        d) .5

12
2,1
3 2

2

2

a
y

yz
xa ⋅

8. Efectuaţi:

a) ;
19

2:13
63

2 −
−

−
−

x
yxy

x
x       b) ;

4
4:123

2
2

2

xx
x

x
x

+
−

+
−       c) ;12:66 33

23

ba
xx

x
ab +−
−

       d) .
69
6:3

3
2

2

aa
ba

xax
ab

+++

9. Aduceţi la forma cea mai simplă:

a) ;2xxy
bybxayax

+
−−+       b) ;122

zxzxyy
xx

−+−
+−        c) ;222

xttyyzxz
xyxy
−+−

−+        d) .2

2

xyx
yzyxzxy

−
+−−

10. Desfaceţi parantezele drepte:

a) ;)1(
)1(

32

⎥
⎦
⎤

⎢
⎣
⎡

−
+

xb
xa           b) ;

)1(
)1(

4

23

2

⎥
⎦
⎤

⎢
⎣
⎡

+
−

xy
xx           c) ;

)(

2

422

32

⎥
⎦
⎤

⎢
⎣
⎡

− yba
xab          d) .

3
)(5

4

2

22

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
xy
xa

11.  Lucraţi în grup!  Scrieţi ca raport algebric:

a) ;
2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − a
bx           b) ;3

2

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −y

x           c) ;1
1

1
1

−
+

+
−

xx
x           d) .23

1
32

2
aa −

−
+

12. Aflaţi valoarea expresiei ),42(
32

5:
6
2

1
32

2

2

2

2

2

2

−⋅
−−

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−++

−
−+ t

tt
t

tt
tt

t
tt  pentru .52 −=t

13. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia:

a) ;
22

44
222

2

baaba
aa

−−+
+− b) ;

42
22

222

422

−+−
−++

yxyx
yyxx

c) ;
)(

:
)(

:1
2

2

2222 yx
y

xy
yx

yxxyx
yx

+⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

−
+

−
−

−
− d) .

2
4: 22

2

22 baba
a

ba
ab

ba
a

+−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

−
−
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14.  Lucraţi în grup!  Aduceţi la o formă mai simplă şi calculaţi valoarea expresiei pentru 8,1−=x  şi .6,0=y

a) ;:
2 22

2

22

32

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

−
−+⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝
⎛

++
−+ yx

x
yx

x
xyyx

x
yx

x b) ;
42:2 22

2

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

−
+−+

+
yx

y
yx

x
yx
yx

c) ;24
2:

2 222

2

⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

+
−

−− yx
y

yx
xy

xyx
x d) .

3
:39

2
2

2

22 xyx
y

yx
y

yx
xy

+⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜⎝
⎛

−−
−

15. Aduceţi la forma cea mai simplă expresia:

a) ;
21)12)(1(1

)1)(1(
)1)(1(

448
222

2

xx
x

xxx
x

x
xx

xx
xx

−+
+

+−+
⋅−

−++
−−
−−

b) .
94

15
1015

9124
69

18248
2

22

−
⋅−

++⋅+
+−

x
x

x
xx

x
xx

16. (EG, 2015) Aflaţi valorile reale ale lui x, pentru care suma rapoartelor algebrice 3
2
−x  şi 3

2
+x
x  este egală cu produsul

acestor rapoarte.

17. (EG, 2019) Determinaţi valorile lui },3,3{\ −∈Rx  pentru care suma rapoartelor algebrice 
9

65
2

2

−
++

x
xx  şi 3

54
−
−

x
x  este

egală cu 1.

18. Demonstraţi că:

a) ;3
3

9
3

3
1

3
1:

96 22 x
x

x
x

xxxx
x

−
+=⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−
−−−++−

        b) .116)3(3
4

412
5

3
71 22

2 −−=−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−−++

−+
+⋅⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−+ aaaaa
a

aa
a

a

19. Demonstraţi că:

a) ;)(...))()((
3232

16164422

yx
yxyxyxyxyx

−
−=+⋅⋅+++        b) ).(...))()((

99
1010

224422
22

yxyxyxyxyx
yx −⋅⋅+++=−

−

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

Varianta I

1. Completaţi caseta:

DVA al raportului algebric 
92
27

−−
−
x

x  este R \ { }.

2. a) Scrieţi sub formă de raport algebric ireductibil:

.
1

2:44
23

2

+
−

+
+−

b
a

bb
aa

b) Aflaţi valoarea raportului obţinut la a) pentru
.51,51 +=−= ba

3. Amplificaţi raportul algebric 
43
43

+
−

x
x  cu .34 x−

4. Simplificaţi raportul algebric:

.
960100

9100
2

2

+−
−
aa

a

5. Demonstraţi în DVA identitatea:

.4153
4:315

4
5

4
25

40
2 =

−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

−
+

+
− a

a
a

a
a

a
a

a

Test sumativ

Varianta II

1. Completaţi caseta:

DVA al raportului algebric 
73
85

+−
+
x

x   este R \ { }.

2. a) Scrieţi sub formă de raport algebric ireductibil:

.
155

3:
3

96
2

2

−
−

−
+−

a
b

a
bb

b) Aflaţi valoarea raportului obţinut la a) pentru
.12,12 +=−= ba

3. Amplificaţi raportul algebric 
x

x
51

15
+

−  cu .15 +x

4. Simplificaţi raportul algebric:

.
82418

49
2

2

++
−

xx
x

5. Demonstraţi în DVA identitatea:

.4,0
4
3:105

2
42

1
22 =

−
−

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−+

−
−+ a

a
aa

a
a

Timp efectiv de lucru:45 de minute
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Nu există decât un singur fel de a învăţa. Prin acţiune.
P. C. Coelho

Capitolul

Func\iiFunc\ii33
§ 1. No\iunea de func\ie. Recapitulare [i complet=ri

1.1.  No\iunea de func\ie. Moduri de definire a func\iei

Noţiunea de funcţie este una dintre cele mai importante noţiuni în cursul de
matematică. Întâlnim aplicaţii ale funcţiilor în diverse domenii – în economie, în
tehnică, în sociologie, în cotidian, în fizică, în chimie, în biologie etc.

 Ne amintim

Ce este
funcţia?

• Identificaţi elementele funcţiei:
,: QZ →g .35,8)(

44 344 21
−= xxf

=)(gE

Domeniul de va-
lori sau codome-
niul funcţiei  f

D(f) – domeniul
de definiţie al
funcţiei  f

Legea de
corespondenţă

,: RN →f .13)(
44 344 21
+−= xxf

}13)(|{)( +−=== xxfyyfE  – mulţimea
valorilor funcţiei  f

a) b)

Fie mulţimile nevide A şi B. Se spune că este definită o funcţie pe mulţimea A cu
valori în mulţimea B dacă este stabilită o lege de corespondenţă, o regulă, un procedeu
care asociază  fiecărui element x din A un singur element y din B.

 Definiţie

Funcţia definită pe mulţimea A cu valori în mulţimea B se notează BAf →:
(sau )BA

f
→ .

Mulţimea A se numeşte domeniul de definiţie al funcţiei f şi se notează ).( fD
Mulţimea B se numeşte domeniul de valori sau codomeniul funcţiei f .
Valoarea funcţiei  f  în x se notează );(xfy =  x se numeşte variabilă independentă
sau argument al funcţiei  f , iar y – variabilă dependentă.
Mulţimea valorilor funcţiei f se notează )}.(|{)( xfyyfE ==
Evident, .)( BfE ⊆

 Reţineţi
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• Fie funcţiile  f, g, h, p (fig. 1). Identificaţi modul de definire a fiecărei funcţii.

Fig. 1

Moduri de definire a funcţiei
I. Modul analitic: prin formule.
II. Modul sintetic: printr-o diagramă, printr-un tabel de valori, printr-un grafic.

1.2. Graficul unei func\ii

• Examinaţi desenele din figura 2 şi identificaţi care dintre ele reprezintă graficul unei
funcţii. Argumentaţi.

Fig. 2

O x

y

O x

y

O

y

x

O x

y

a) b) c) d)

Aşadar, graficul funcţiei  f  este o submulţime a produsului cartezian BA×  sau repre-
zentarea acestei submulţimi într-un sistem de axe ortogonale.

 Lucraţi în perechi!

 Generalizăm

Rezolvarea problemelor referitoare la funcţii începe cu determinarea domeniului de
definiţie al funcţiei respective.

 Reţineţi

Se numeşte graficul funcţiei BAf →:  mulţimea AxyxGf ∈= |),{(  şi )}(xfy =
sau reprezentarea acestei mulţimi într-un sistem de axe ortogonale.

 Definiţie

Ecuaţia ),(xfy =  verificată de toate elementele ,),( fGyx ∈  se mai numeşte ecuaţia
graficului funcţiei f .

 Reţineţi

a)

1
2
3

0

–7

2

A Bf b) x –3 –2 –1 0 1 2 3

y = g(x) –6 –4 –2 0 2 4 6

c)

O
x

y

hG d) .2)(,: 2 +=→ xxpp RR

1.3. Transform=ri ale graficilor func\iei

11111 Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:
.3)(,:,1)(,:,)(,: 2211 −=→+=→=→ xxffxxffxxff RRRRRR

Ce observaţi?

 Lucraţi în perechi!



§1. No\iunea de func\ie. Recapitulare [i complet=ri

34 Algebr= Capitolul 3. Func\ii

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Citiţi:
a) ;}3,2,1,0{: Z→f            b) ;: QN →g            c) ;: ++ → RZh            d) .: ∗→RRp

2.  Investigaţi! Precizaţi care dintre
diagrame defineşte o funcţie.

3. Determinaţi elementele funcţiei:
a) },1,0,2,3{}3,2,0,1{:f −−→−  ;)( xxf −=                         b) .125)(,: +=→ xxgg RR

4.  Investigaţi!  Determinaţi care dintre desene
nu reprezintă graficul unei funcţii. Argumentaţi.

a) b) c)

A B A B A B
a

b

c

a

b

c

a

b

c

5

11

5

11

5

11

a) b) c)
O x

y

O x

y

O x

y

Rezolvare:

x 0 2
y 0 2

f :

x 0 –1
y 1 0

:1f

x 0 3
y –3 0

:2f

O x

y

2 31 4
–1–2–3–4 1

2
3
4

–1
–2
–3
–4

fG
1f

G

2fG

 Observăm

a) Graficul 
1f

G  este obţinut prin translaţia
paralelă a graficului fG  cu o unitate liniară
de-a lungul axei Oy, în sensul acesteia.

b) Graficul 
2fG  este obţinut prin translaţia

paralelă a graficului fG  cu 3 unităţi liniară
de-a lungul axei Oy, în sensul opus
acesteia.

 Aplicăm 22222 Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:
)1(2)(,: 11 −−=→ xxff RR  şi ),3(2)(,: 22 +−=→ xxff RR  fiind dat graficul funcţiei

.2)(,: xxff −=→ RR  Ce observaţi?
Rezolvare:

x 0 –1
y 0 2

f :

x 0 1
y 2 0

:1f

x 0 –4
y –6 2

:2f

O x

y

2 31 4–1–2–3–4

2
3
4

–1
–2
–3

fG
1f

G

2fG

–6

 Observăm

a) Graficul 
1f

G  este obţinut prin translaţia
paralelă a graficului fG  cu o unitate liniară
de-a lungul axei Ox, în sensul acesteia.

b) Graficul 
2fG  este obţinut prin translaţia

paralelă a graficului fG  cu 3 unităţi liniare
de-a lungul axei Ox, în sensul opus
acesteia.

Alte transformări ale graficelor funcţiilor le vom studia în §3.Atenţie!
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

14. Fie funcţia =→ )(,: nff NN  restul împărţirii numărului n la 5.
a) Calculaţi ).7(),5(),3(),2(),0( fffff
b) Arătaţi că )()5( nfnf =+  pentru orice .N∈n

15. Între variabilele R∈yx,  există relaţia:
a) ;73 =− yx                  b) .83 22 =+ yx
Se poate exprima y ca funcţie de x? Dar x ca funcţie de y?

16. Reprezentaţi grafic funcţia .3
9)(,)(:

2

−
−=→ x

xxffDf R

5.  Lucraţi în grup!
Fie mulţimile }2,0,3,5{ −−=A  şi }.3,0,3{−=B
a) Reprezentaţi prin diagrame patru funcţii definite pe A cu valori în B.
b) Trasaţi graficele funcţiilor obţinute la a), completând tabelele de valori respective.

6.  Investigaţi! Determinaţi dacă este corect definită funcţia:

a) ;12)(,: 2 −=→ xxff NZ b) ;5)(,: xxff −=→ ∗∗ RR

c) ;43
2)(,: +=→ xxff QN d) .32

1)(,: −=→ xxff ZN

7. Fie funcţia → ,:f RR  
⎩
⎨
⎧

−>−
−≤= 1. dacă,35

1dacă,2)( xx
xxxf

Calculaţi ).52(),0(),1,0(),2( ffff −−

8. Exprimaţi printr-o formulă funcţia:
,}5,4,3,2,1{: N→f  ,7)2(,4)1( == ff .16)5(,13)4(,10)3( === fff

9. Una din bazele unui trapez isoscel este congruentă cu latura laterală,
iar măsura unghiului alăturat bazei este de .30°
Exprimaţi printr-o formulă perimetrul trapezului ca funcţie de înălţime.

10. Aflaţi domeniul de definiţie al funcţiei:
a) ;13)(,)(: +−=→ xxffDf R b) ;51)(,)(: +=→ xxggDg R

c) ;3)(,)(: −=→ xxhhDh R d) .2)(,)(: 2
111 tttffDf −=→R

11. Trasaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:

a) .22)(,:,32)(,:,12)(,: 2211 −=→+=→+=→ xxffxxffxxff RRRRRR

b) ).2(3)(,:),2(3)(,:,3)(,: 2211 −−=→+−=→−=→ xxffxxffxxff RRRRRR  Ce observaţi?

c) .3)(,:,5,1)(,:,)(,: 2211 +−=→−−=→−=→ xxggxxggxxgg RRRRRR

d) ).4(2
1)(,:),2(2

1)(,:,2
1)(,: 2211 +=→−=→=→ xxffxxffxxff RRRRRR

12.  Lucraţi în perechi!  Daţi exemple de funcţii din diverse domenii (viaţa de zi cu zi, fizică, chimie, economie,
medicină, geometrie, istorie etc.).

13.  Lucraţi în perechi!  Aflaţi valoarea funcţiei R→)(: fDf  pentru valoarea dată a argumentului:

a) };3,2,1{,23)( 2 −∈−= xxxf           b) };7,0,5{,14)( −∈+−= tttf           c) }.100;3,0;2{,1)( −∈+= zzzzf

C

A

B

D
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2.1.2.  Zeroul funcţiei

• Examinaţi graficul fG  al funcţiei  f  şi determinaţi
zerourile acestei funcţii (fig. 5).
Rezolvare:
Deoarece graficul fG  intersectează axa Ox în

punctul A(–3, 0), rezultă că 31 −=x  este zeroul
funcţiei  f . Deoarece  B(2, 0) este punct comun al
graficului fG  cu axa Ox, adică ,0)2( =f  rezultă că

22 =x  este zeroul funcţiei  f .

O
1 3 x

y

fG

Fig. 5

2 4–4 –2–3 –1
A B

,: QN →f  ;15,0)( −= xxf  ,: RR →g  ;3)( xxg =  ,: RZ →h  ,2)( 3xxh −=  sunt funcţii
numerice.

Fie funcţia numerică ,: R→Af  unde R⊆A  şi ., 21 Axx ∈

• Examinaţi graficul fG  al funcţiei  f  şi precizaţi
intervalele ei de monotonie (fig. 4).
Rezolvare:
Funcţia  f  este  pe ],1,(−∞  ),3[ ∞+  şi

 pe ].3,1[ O 1 3 x

y

fG

Fig. 4

2.1. Propriet=\i ale func\iilor numerice

2.1.1. Monotonia funcţiilor numerice

Funcţia BAf →:  se numeşte funcţie numerică sau funcţie reală de variabilă
reală dacă A şi B sunt submulţimi ale mulţimii numerelor reale .R

 Definiţie

 Exemple

Funcţia f se numeşte crescătoare (strict crescătoare) pe mulţimea A, dacă
pentru orice 21 xx <  ),( 21 Axx ∈  avem )()( 21 xfxf ≤  )).()((( 21 xfxf <
Funcţia f se numeşte descrescătoare (strict descrescătoare) pe mulţimea A,
dacă pentru orice 21 xx <  ),( 21 Axx ∈  avem )()( 21 xfxf ≥  )).()((( 21 xfxf >
Funcţia  f se numeşte monotonă (strict monotonă) pe domeniul ei de definiţie

)( fD  sau pe un interval )( fDI ⊆ , dacă ea este crescătoare sau descrescătoare
(strict crescătoare sau strict descrescătoare) pe )( fD  sau pe I (fig. 3).

 Definiţii

Fig. 3

O x

y

2

3

a) funcţie
crescătoare

fG

O
x

y

2 3

b) funcţie strict
crescătoare

fG

O
x

y

2 31 4

2

c) funcţie
descrescătoare

fG

O x

y

1

1

d) funcţie strict
descrescătoare

fG

 Lucraţi în perechi!

 Aplicăm

 Investigăm

Răspuns: Funcţia  f  are două zerouri:  şi .

§ 2. Func\ii numerice. Recapitulare [i complet=ri
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Numărul real a este zerou al funcţiei  f  dacă şi numai dacă punctul )0,(a  este situat
pe graficul .fG

2.2. Func\ia numeric= RRR ∈+=→ babaxxff ,,)(,:

2.2.1. Graficul funcţiei de forma RRR ∈+=→ babaxxff ,,)(,:

Graficul funcţiei de forma ,,,)(,: RRR ∈+=→ babaxxff  reprezintă o dreaptă:
• care nu trece prin origine şi nu este paralelă cu axa Ox, dacă 0,0 ≠≠ ba  (fig. 7 a));
• care trece prin originea O(0, 0), dacă 0,0 =≠ ba  (fig. 7 b));
• paralelă cu axa Ox, dacă ,0,0 ≠= ba  sau axa Ox, dacă 0,0 == ba  (fig. 7 c)).

Numărul real a se numeşte zeroul funcţiei  f  dacă .0)( =af Definiţie

 Reţineţi

2.1.3.  Semnul funcţiei

• Examinaţi graficul fG  al funcţiei  f  (fig. 6) şi precizaţi intervalele în care:
a) ;0)( >xf    b) ;0)( ≥xf    c) ;0)( <xf    d) .0)( ≤xf
Rezolvare:

 Investigăm

O
1 3 x

y

2 4–4 –2–3 –1 5 6 7 8 9
–2

1
2
3
4
5

Fig. 6

a) ,0)( >xf  pentru );,7()4,3( ∞+−∈ Ux
b) ,0)( ≥xf  pentru ∈x  U  ;
c) ,0)( <xf  pentru );7,4()3,( U−−∞∈x
d) ,0)( ≤xf  pentru ∈x  U  .

Funcţia ,0 ,,,)(,: ≠∈+=→ ababaxxff RRR  se numeşte funcţie de
gradul I.

 Funcţia ,0 ,,)(,: ≠∈=→ aaaxxff RRR  se numeşte proporţionalitate
directă sau funcţie liniară.

 Numărul real a se numeşte coeficient de proporţionalitate.
 Funcţia ,,)(,: RRR ∈=→ bbxff  se numeşte funcţie constantă.

 Definiţii

 Observaţie Proporţionalitatea directă dintre mărimi este funcţia de forma
),,0(),0(: ∞+→∞+f .,)( ∗

+∈= Raaxxf

O x

y

fG

O x

y

O x

y

a) b) c)
Fig. 7

fG
fG
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Dependenţa dintre două mărimi x şi y, astfel încât, odată cu majorarea (micşorarea)
mărimii x, mărimea y se micşorează (majorează) tot de atâtea ori, se numeşte
proporţionalitate inversă.

Proporţionalitatea inversă dintre mărimile x şi y este exprimată prin relaţia ,kyx =⋅
unde ∗

+∈Rk  şi ).,0( ∞+∈x

• Fie funcţia 23)(,: +=→ xxff RR  (fig. 8).
1) Precizaţi monotonia funcţiei  f .
2) Aflaţi zeroul funcţiei  f .
3) Determinaţi semnul funcţiei  f .

Rezolvare:
Fie R∈21, xx  şi .21 xx <

1) )()(232333 21212121 xfxfxxxxxx <⇔+<+⇔<⇔<
pentru orice ., 21 R∈xx  Prin urmare, funcţia f este
strict crescătoare pe .R  Constatăm că .03 >=a

2) .3
20230)( −=⇔=+⇔= xxxf  Aşadar, 

3
2−=x  este zeroul funcţiei  f .

3) ;3
20230)( −>⇔>+⇔> xxxf  .3

20)( −<⇔< xxf  Prin urmare, funcţia  f  ia valori

negative pentru ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−∈ 3
2,x  şi valori pozitive pentru .,3

2
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−∈x

O x

y

2

Fig. 8

fG

3
2−

1

Fie funcţia R.RR ∈+=→ babaxxff ,,)(,:
• Dacă ,0=a  funcţia  f  este constantă pe .R
• Dacă ,0>a  funcţia  f  este strict crescătoare pe .R
• Dacă ,0<a  funcţia  f  este strict descrescătoare pe .R

• Zeroul funcţiei ,0,,,)(,: ≠∈+=→ ababaxxff RRR  este .a
bx −=

• Intervalul pe care funcţia ,0,,,)(,: ≠∈+=→ ababaxxff RRR  ia valori pozi-
tive este mulţimea soluţiilor inecuaţiei ,0>+ bax  iar intervalul pe care funcţia  f  ia
valori negative este mulţimea soluţiilor inecuaţiei .0<+ bax

Numărul a se numeşte panta (coeficientul unghiular al) dreptei – graficul funcţiei
de forma  RRR .babaxxff ∈+=→ ,,)(,:

 Reţineţi

Pentru a construi dreapta – graficul funcţiei ,,,)(,: RRR ∈+=→ babaxxff  este
suficient să se construiască dreapta determinată de două puncte ale graficului func-
ţiei  f. De regulă, acestea sunt punctele de intersecţie a graficului fG  cu axele Ox şi Oy.

Pentru funcţia liniară ,0,,)(,: ≠∈=→ aaaxxff RRR  se determină convenabil un
punct şi se construieşte dreapta ce trece prin originea O(0, 0) şi acest punct.

2.2.2. Proprietăţi ale funcţiei de forma RRR ∈+=→ babaxxff ,,)(,:
 Lucraţi în perechi!

 Generalizăm

2.3. Func\ia numeric= ∗∗∗ ∈=→ RRR kx
kxff ,)(,:

Funcţia de forma ,,)(,: ∗∗∗ ∈=→ RRR kx
kxff  se numeşte proporţionalitate

inversă.
 Definiţie
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Graficul proporţionalităţii inverse este o hiperbolă cu două ramuri:
a) pentru 0>k  ramurile ei sunt situate în cadranele I şi III (fig. 9);
b) pentru 0<k  ramurile ei sunt situate în cadranele II şi IV (fig. 10).

O

y

Fig. 9

O

Fig. 10

y

x x

fG

fG

0>k 0<k

 Reţineţi Proprietăţi ale funcţiei de forma ∗∗∗ ∈=→ RRR kx
kxff ,)(,:

1° Funcţia  f  nu are zerouri; graficul fG  nu intersectează nici axa Ox, nici axa Oy.
2° a) Pentru 0>k  funcţia  f  ia valori pozitive, dacă ),,0( ∞+∈x  şi valori negative,

dacă ).0,(−∞∈x
b) Pentru 0<k  funcţia  f  ia valori  pozitive, dacă ∈x , şi valori negative,
dacă ∈x .

3° a) Pentru 0>k  funcţia  f  este strict descrescătoare pe ).,0(),0,( ∞+−∞
b) Pentru 0<k  funcţia  f  este strict crescătoare pe , .

4° Pentru 0>k  ( 0<k ) observăm: pentru valori ale lui x, pozitive sau negative, din
ce în ce mai mari, funcţia  f  ia valori din ce în ce mai mici (mari); pentru valori
negative ale lui x din ce în ce mai mici, funcţia  f  ia valori din ce în ce mai mari
(mici); pentru valori pozitive ale lui x din ce în ce mai mici, funcţia  f  ia valori din
ce în ce mai mari (mici).

5° Observăm că )()( xfxf −=−  pentru orice .∗∈Rx

Într-adevăr, )()( xfx
k

x
kxf −=−=−=−  pentru orice .∗∈Rx

Cum ),()( xfxf −=−  rezultă că dacă punctul ,),( 00 fGyxA ∈  atunci şi punctul
.),( 00 fGyxA ∈−−′  Deci, graficul fG  este simetric faţă de originea )0,0(O  (fig. 9, fig. 10).

2.4. Func\ia  radical xxff =→ ++ )(,: RR

Funcţia ,)(,: xxff =→ ++ RR  se numeşte funcţie radical. Definiţie

Graficul funcţiei radical este o curbă situată în cadranul I (fig. 11).

Proprietăţi ale funcţiei radical

1° Funcţia  f  are un singur zerou, ,0=x  deoarece .000)( =⇔=⇔= xxxf
Graficul fG  intersectează axele Ox şi Oy într-un singur punct: O(0, 0).

2° Funcţia  f  ia numai valori pozitive pentru .∗
+∈Rx

3° Funcţia  f  este strict crescătoare pe .+R
O

y

x1 4

1
2

Fig. 11

fG
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

• Trasaţi graficul funcţiei
  .|3|)(,: xxhh −−=→ RR
Rezolvare:
Explicitând modulul, obţinem:

⎩
⎨
⎧

∞+∈−
−∞∈−=−−= ).,3(dacă,3

]3,(dacă,3|3|)( xx
xxxxh

Graficul funcţiei h este reprezentat în figura 13.

O

y

x
3

Fig. 13

6

–3

2.5. Func\ia modul (op\ional)

• Fie funcţia modul .||)(,: xxff =→ RR
a) Trasaţi graficul .fG
b) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .
Rezolvare:

a) Explicitând modulul, obţinem: 
⎩
⎨
⎧

−∞∈−
∞+∈== 0).,(dacă,

),0[dacă,||)( xx
xxxxf

Prin urmare, pentru ),0[ ∞+∈x  trasăm graficul
funcţiei ,)(,),0[: xxff =→∞+ R  iar pentru

0),(−∞∈x  – graficul funcţiei ,)0,(:f →−∞ R
.)( xxf −=

Graficul funcţiei ||)( xxf =  este un unghi de °90
cu vârful în originea sistemului de axe ortogonale, astfel
încât [Oy este bisectoarea acestuia (fig. 12).

b) Proprietăţi ale funcţiei modul
1° .00||0)( =⇔=⇔= xxxf  Prin urmare, funcţia  f are un singur zerou: .0=x
2° Deoarece ,0|| ≥x  rezultă că pentru }0{\R∈x   funcţia  f  ia valori pozitive.
3° Funcţia f este strict descrescătoare pe ]0,(−∞  şi strict crescătoare pe ).,0[ ∞+

(Demonstraţi!)

O

y

x1–1

1

Fig. 12

fG

Funcţia |,|)(,: xxff =→ RR  se numeşte funcţie modul. Definiţie

 Investigăm

 Aplicăm

1. Fie punctele: (1, 0);   (1, 1);   (–2,  –11);   (–2, 10);   (–3,  16).
Determinaţi care dintre aceste puncte aparţin graficului
funcţiei :: RR →f a) ;34)( −= xxf

b) ;43)( +−= xxf
c) .15)( +−= xxf

2.  Lucraţi în perechi!
Fie funcţia: 1) ;45,0)(,: −=→ xxff RR

2) .53)(,: +−=→ xxff RR
a) Reprezentaţi grafic funcţia  f .
c) Precizaţi semnul funcţiei  f.
b) Aflaţi zeroul funcţiei  f .
d) Precizaţi monotonia funcţiei  f .

3. Fie funcţia: 1) ;25,0)(,: xxgg −=→ RR

2) .7)(,: xxgg =→ RR

a) Reprezentaţi grafic funcţia  g.
b) Aflaţi zeroul funcţiei  g.
c) Precizaţi semnul funcţiei  g.
d) Precizaţi monotonia funcţiei  g.

4. Determinaţi, fără a reprezenta grafic funcţia, dacă este
crescătoare sau descrescătoare funcţia RR →:f  defi-
nită prin formula:
a) ;315)( += xxf b) ;53)( −−= xxf
c) ;)( xxf −= d) .)8(,7)( xxf =
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5. Determinaţi, fără a reprezenta graficul funcţiei, în care
cadrane sunt situate ramurile hiperbolei – graficul
funcţiei :: ∗∗ →RRf
a) ;1)( xxf = b) ;3

2)( xxf −=

c) ;7)( xxf −= d) .191)( xxf +−=

6. Fie funcţia radical ,)(,: xxff =→ ++ RR  şi
}.49,0,36,25,9,7,4{ −−∈x

Aflaţi valorile respective ale funcţiei  f .

O 1 3 x

y

2 4–4 –2–3 –1 5 6 7 8
–2

1
2
3
4

–3

–1

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

11. Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale,
utilizând programul Advanced Grapher, graficele
funcţiei ,:f → RR  ,3)( bxxf +−=  pentru:
a) ;1−=b            b) ;0=b            c) .2=b
Ce aţi observat?

12.  Lucraţi în grup! Reprezentaţi în acelaşi sistem
de axe ortogonale graficele funcţiilor:
a) ,4)(,: xxff −=→ RR  şi ;4)(,: xxgg =→ RR
b) ,12)(,: −=→ xxff RR  şi

.21)(,: xxgg −=→ RR
Ce aţi observat?

13. Determinaţi funcţia de gradul I, ştiind că:
a) 4)1( =f  şi ;3)0( −=f
b) 2)0( =f  şi ;5)2( =−f
c) 32)2( −=f  şi ;33)62( =f
d) 3)1( =−f  şi .1)2( −=f

14. Reprezentaţi grafic funcţia :: ∗∗ →RRf

a) ;3)( xxf −= b) ;4
3)( xxf =

c) ;2
1)( xxf −= d) .5)( xxf =

Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .

15. Reprezentaţi graficul funcţiei  :: RR →+f
a) ;2)( xxf = b) ;1)( −= xxf
c) ;1)( += xxf d) .5,0)( xxf =

16.  Lucraţi în perechi!  Formulaţi exemple de
dependenţe funcţionale:
a) din viaţa cotidiană;     b) din alte discipline şcolare.

17. Trasaţi graficul funcţiei :: R→Df

a) ;1
55)( −

−= x
xxf b) ;1

)1()( +
+= x

xxxf

c) .
1
13)(

+
+=

xx
xxf

10. (EG, 2016) În desenul alăturat este reprezentat graficul funcţiei .)(,: baxxff +=→ RR
Utilizând desenul, scrieţi în casetă una dintre expresiile „pozitiv” sau „negativ”.

„Zeroul funcţiei  f  este un număr ”.

O 1 3 x

y

2 4–2 –1
–2

1
2

7. Completaţi formula cu un număr real, astfel încât funcţia
obţinută :: R→Df

a) =)(xf ;1−x b) −=)(xf ;3+x

c) ;)( xxf = d) xxf −=)(

să fie: 1) strict crescătoare pe mulţimea D;
2) strict descrescătoare pe mulţimea D.

9. Examinaţi graficul fG  din figura alăturată. Aflaţi:
a) zerourile funcţiei  f ;
b) intervalele de semn constant ale funcţiei  f ;
c) intervalele de monotonie ale funcţiei  f .

8.  Investigaţi! Adevărat sau fals.

a) Dacă ,3)2( −=f  atunci ),(3 fD∈− iar ).(2 fE∈
b) Dacă ),5,2[)( −=fD  atunci )5(f  nu există.
c) Dacă ),10,1()( −=fE atunci există valoarea 0x  a argumentului astfel încât .5)( 0 =xf

d) Domeniul de definiţie al funcţiei definită prin formula 
x

xxf
−
−=

3
5)(  este mulţimea vidă.
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§ 3. Func\ia de gradul II
3.1. Func\ia 2)(,: xxff =→RR

a

Fig. 14

A

x –3 –2 –1 0 1 2 3
2xy = 9 4 1 0 1 4 9

Reprezentăm într-un sistem de axe ortogonale xOy punctele ale căror
coordonate sunt valorile din tabel. Unim aceste puncte cu o curbă continuă şi
obţinem graficul fG  (fig. 15).

Graficul fG  al funcţiei ,:f → RR  ,)( 2xxf =  se numeşte parabolă.
Punctul O(0, 0) se numeşte vârful parabolei.
Se spune că această parabolă este cu ramurile în sus.

19.  Lucraţi în perechi! Reprezentaţi grafic funcţia :RR →:f

a) ;||)( xxf =                     b) ;|2|)( −= xxf                       c) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤<

≤−
=

.4dacă,2
40dacă,

0dacă,
)(

x
xx

xx
xf

20. Fie funcţia ,{3}\: RR →f  .3
42)( −

+= x
xxf  Arătaţi că există , , R∈BA  astfel încât .3)( −

+= x
BAxf

21. (EG, 2019) Fie funcţia .1)(,: 2aaxxff −+=→ RR  Determinaţi valorile reale ale lui a, pentru care graficul funcţiei  f
trece prin originea sistemului de coordonate, iar funcţia  f  este strict descrescătoare.

• Fie un pătrat cu latura a (fig. 14). Scrieţi o funcţie care să
descrie dependenţa ariei pătratului de lungimea laturii sale.
Rezolvare:
Aria unui pătrat cu lungimea laturii a este .2a=A  Prin urmare,

dependenţa ariei pătratului de lungimea laturii sale este descrisă
de funcţia .)(),,0(),0(: 2xxgg =∞+→∞+

Funcţia g ne conduce la funcţia .)(,: 2xxff =→RR

• Fie funcţia .)(,: 2xxff =→RR
a) Reprezentaţi graficul funcţiei .)(,: 2xxff =→RR
b) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .
Rezolvare:

 Investigăm

a) Completăm tabelul de valori al funcţiei  f  pentru valoarea zero, unele
valori negative şi pozitive ale argumentului x:

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

18. Fie m un parametru real şi funcţia :: RR →f          a) ;4)2()( +−= xmxf             b) .6)4()( −++= mxmxf
Aflaţi valorile lui m pentru care funcţia  f  este:   1) crescătoare;        2) descrescătoare.

La trasarea parabolei am ţinut cont de faptul că nu
există trei puncte distincte coliniare situate pe parabolă.Atenţie!O

y

x

1

–1–2–3 321

4

9

Fig. 15

fG

23.  Lucraţi individual!    Proiect.  Observaţi, pe parcursul unei săptămâni, cum se schimbă zi de zi, la aceeaşi
oră, temperatura aerului în localitatea voastră. Reprezentaţi grafic rezultatele obţinute.
Determinaţi prin formule funcţiile asociate fiecărei porţiuni de grafic.

22. Scrieţi o funcţie de argument natural, definită cu ajutorul unei formule, ale cărei
valori să fie numere prime pentru orice valoare a argumentului.

   Problemă pentru campioni
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b) Proprietăţi ale funcţiei ,:f →RR  2)( xxf =
1° .000)( 2 =⇔=⇔= xxxf  Prin urmare, 0=x  este zeroul funcţiei  f .

Graficul fG  intersectează axele Ox şi Oy
într-un singur punct: O(0, 0).

• Fie funcţia .)(,: 2xxff =→RR
Aflaţi valorile lui x pentru care valoarea funcţiei  f (x) este:   a) 64;     b) 0;      c) –25.
Rezolvare:
a) .6464)( 2 =⇔= xxf  Aşadar, ,81 −=x  .82 =x
b) .00)( 2 =⇔= xxf  Prin urmare, .0=x
c) .2525)( 2 −=⇔−= xxf  Deci, nu există astfel de valori reale ale lui x.

 Aplicăm

3.2. Func\ia ∗∈=→ RRR aaxxff ,)(,: 2

• Fie un disc de rază R (fig. 16). Scrieţi o funcţie care să
descrie dependenţa ariei discului de lungimea razei lui.

Rezolvare:
Aflăm aria discului aplicând formula .2Rπ=A

Prin urmare, dependenţa ariei discului de lungimea razei
acestuia este descrisă de funcţia ),,0(),0(:h ∞+→∞+

.)( 2xxh π=
Funcţia h ne conduce la funcţia ,)(,: 2=→ RR axxff

.∗∈Ra

• Fie funcţia:
a) ,: RR →f  ;2)( 2xxf =
b) ,: RR →g  .2)( 2xxg −=
1) Trasaţi graficele funcţiilor  f  şi  g.
2) Determinaţi proprietăţile funcţiilor  f  şi  g.

Rezolvare:
1) Completăm tabelele de valori ale funcţiilor  f  şi  g  pentru valoarea zero, unele

valori negative şi pozitive ale argumentului x:
a) x –2 –1 0 1 2

22)( xxf = 8 2 0 2 8

b) x –2 –1 0 1 2
22)( xxg −= –8 –2 0 –2 –8

 Investigăm

O
R

Fig. 16

2° 0)( 2 ≥= xxf  pentru orice R.∈x  Aşadar, funcţia  f  ia numai valori nenegative.
3° Funcţia  f  este strict crescătoare pe ),0[ ∞+  şi strict descrescătoare pe ].0,(−∞
4° Remarcăm că )()( xfxf =−  pentru orice .R∈x

Într-adevăr, )()()( 22 xfxxxf ==−=−  pentru orice .R∈x
Atunci ,),(),( ff GyxGyx ∈−⇔∈ ceea ce înseamnă că graficul fG  este simetric
faţă de axa Oy sau că graficul fG  admite axa Oy drept axă de simetrie (fig. 15).
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2) Proprietăţi ale funcţiei

22)(,: xxff =→RR

1° .0020)( 2 =⇔=⇔= xxxf
Deci, funcţia  f  are un zerou: .0=x
Prin urmare, graficul fG  intersectează axele Ox şi
Oy în punctul O(0, 0).

2° .020)( 2 ≥⇔≥ xxf  Deci, funcţia  f  ia valori ne-
negative pentru orice .R∈x

3° Funcţia  f  este strict descrescătoare pe ]0,(−∞  şi
strict crescătoare pe ).,0[ ∞+

4° .)( R=fD
Deci, din )( fDx∈  rezultă că şi ).( fDx∈−
Deoarece ),(2)(2)( 22 xfxxxf ==−⋅=−  rezultă că

fG  este simetric faţă de axa Oy.
5° Punctul 00 =x  este punct de minim al funcţiei  f  şi

.0)(min)( 0 ==
∈

xfxf
x R

22)(,: xxgg −=→ RR

1° .0020)( 2 =⇔=−⇔= xxxg
Deci, funcţia g are un zerou: .0=x
Prin urmare, graficul gG  intersectează axele Ox şi
Oy în punctul O(0, 0).

2° .020)( 2 ≤−⇔≤ xxg  Deci, funcţia g ia valori ne-
gative sau zero pentru orice .R∈x

3° Funcţia g este strict crescătoare pe ]0,(−∞  şi strict
descrescătoare pe ).,0[ ∞+

4° .)( R=gD
Deci, din )(gDx ∈  rezultă că şi ).(gDx∈−
Deoarece ),(2)(2)( 22 xgxxxg =−=−⋅−=−  rezultă
că gG  este simetric faţă de axa Oy.

5° Punctul 00 =x  este punct de maxim al funcţiei  g
şi .0)(max)( 0 ==

∈
xgxg

x R

Graficele fG şi ,gG  trasate „prin
puncte”, sunt reprezentate în figura
17 şi respectiv 18. Graficul funcţiei
f , precum şi graficul funcţiei g, se
numeşte parabolă.

Punctul O(0,0) se numeşte vârful
parabolei.

Se spune că graficul funcţiei  f
este o parabolă cu ramurile în sus,
iar graficul funcţiei g – o parabolă
cu ramurile în jos.

O

y

x

fG

2

Fig. 17

gG

Fig. 18

O
y

x
8

–1–2 1 2

–1–2 1 2

–2

–8

Fie ,,: RR ⊆→ AAf  şi .0 Ax ∈
Valoarea )( 0xf  se numeşte valoarea minimă a funcţiei  f  pe mulţimea A, dacă

)()( 0xfxf ≥  pentru orice .Ax ∈  Se notează: ).(min)( 0 xfxf
Ax∈

=  În acest caz se
spune că 0x  este punct de minim al funcţiei  f .
Valoarea )( 0xf  se numeşte valoarea maximă a funcţiei  f  pe mulţimea A, dacă

)()( 0xfxf ≤  pentru orice .Ax ∈  Se notează: ).(max)( 0 xfxf
Ax∈

=  În acest caz se
spune că 0x  este punct de maxim al funcţiei  f .
Punctele de minim şi de maxim se numesc puncte de extrem ale funcţiei  f , iar
valorile funcţiei  f  în aceste puncte se numesc valori extreme ale funcţiei  f .

 Definiţii
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 Reţineţi Proprietăţi ale funcţiei ∗∈=→ RRR aaxxff ,)(,: 2

1° Graficul fG  este o parabolă cu vârful în originea O(0, 0) şi:
a) are ramurile în sus, dacă ;0>a
b) are ramurile în jos, dacă .0<a
Graficul fG  intersectează axele Ox şi Oy într-un singur punct: O(0, 0).

2° Funcţia  f  are un zerou: .0=x
3° Funcţia  f  ia valori nenegative, dacă ,0>a  şi valori negative sau zero, dacă 0<a .
4° a) Pentru 0>a  funcţia  f  este strict descrescătoare pe ]0,(−∞  şi strict crescă-

toare pe ).,0[ ∞+
b) Pentru 0<a  funcţia  f  este strict crescătoare pe ]0,(−∞  şi strict descrescă-
toare pe ).,0[ ∞+

5° a) Dacă ,0>a  atunci 0)(min)0( ==
∈

xff
x R

 şi 00 =x  este punct de minim al func-
ţiei  f.
b) Dacă ,0<a  atunci 0)(max)0( ==

∈
xff

x R
 şi 00 =x  este punct de maxim al

funcţiei  f.
6° fG  este simetric faţă de axa Oy.

 Aplicăm • Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:
a) ,2)(,: 2xxff =→RR  şi ;)(,: 2xxgg =→RR
b) ,5,0)(,: 2xxff −=→RR  şi .)(,: 2xxgg −=→RR

Rezolvare:
Alcătuim tabelul de valori al funcţiilor  f  şi  g:

a) x –2 –1 0 1 2
22)( xxf = 8 2 0 2 8

2)( xxg = 4 1 0 1 4
b) x –2 –1 0 1 2

25,0)( xxf −= –2 –0,5 0 –0,5 –2
2)( xxg −= –4 –1 0 –1 –4

Graficele funcţiilor  f  şi  g sunt reprezentate în figura 19 şi respectiv 20.

O

y

fG

1

Fig. 19

gG

–2 x–1 2

1
2

4

8

a)

O 1–2 –1 2

y

x
–1
–2

–4 fG
gG

Fig. 20

b)
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 Investigăm

Pentru funcţia ,: →f RR  ,,)( 2 ∗∈= Raaxxf  sunt posibile cazurile reprezentate în
figurile 21 şi 22.

3.3. Transformarea graficelor

3.3.1. Graficul funcţiei  ,: RR →f   ,)( 2 naxxf += ,0≠a  ∗∈Rn

• Fie funcţia  ,: RR →g .2
1)( 2xxg =

Trasaţi graficul funcţiei  ,: RR →f  .22
1)( 2 += xxf

Rezolvare:
Alcătuim tabelul de valori al funcţiilor g şi  f :

x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4
2

2
1)( xxg = 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8

22
1)( 2 += xxf 10 6,5 4 2,5 2 2,5 4 6,5 10

Graficele funcţiilor g şi  f  sunt reprezentate în
figura 23.

Observăm că la translaţia fiecărui punct al gra-
ficului gG  cu 2 unităţi liniare în sus obţinem punc-
tul respectiv al graficului .fG  Astfel, graficul func-
ţiei  f  se obţine din graficul funcţiei g efectuând
translaţia cu 2 unităţi liniare de-a lungul axei Oy, în
sensul acesteia.

O x

y

2

4

6

8

10

–2–3 2 3 4–1 1

fG

gG

Fig. 23

 Observaţie

O

y

x1–1

1

a

Fig. 21

1>a
1=a

10 << a

0>a

O

y

x
1–1

1

a

Fig. 22

1−<a
1−=a

01 <<− a

0<a

 Aplicăm • Fie funcţia  ,: RR →g  .2
1)( 2xxg =

Trasaţi graficul funcţiei ,: RR →h  .32
1)( 2 −= xxh
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 Investigăm

Rezolvare:
Alcătuim tabelul de valori al funcţiilor g şi h:

                                   
x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

2

2
1)( xxg = 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8

32
1)( 2 −= xxh 5 1,5 –1 –2,5 –3 –2,5 –1 1,5 5

Graficele funcţiilor g şi h sunt reprezentate în figura 24.
Observăm că graficul funcţiei h se obţine din graficul funcţiei g

efectuând translaţia cu 3 unităţi liniare de-a lungul axei Oy, în sensul
opus acesteia.

Graficul funcţiei  ,: RR →f ,)( 2 naxxf += ,0≠a ,∗∈Rn  este o parabolă care se obţine
din graficul funcţiei  ,: RR →g  ,)( 2axxg = ,0≠a  efectuând translaţia de-a lungul axei
Oy cu n unităţi liniare în sensul acesteia, dacă ,0>n  sau cu –n unităţi liniare în sensul
opus acesteia, dacă .0<n

3.3.2. Graficul funcţiei  ,: RR →f  ,)()( 2mxaxf −= ,0≠a  ∗∈Rm

• Fie funcţia ,: RR →g  .2
1)( 2xxg =

Trasaţi graficul funcţiei ,: RR →f  .)2(2
1)( 2−= xxf

Rezolvare:
Alcătuim tabelul de valori al funcţiilor g şi  f :

x –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7
2

2
1)( xxg = 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8 12,5 18 24,5

2)2(2
1)( −= xxf 18 12,5 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8 12,5

O x

y

2

4

6

8

–2
–3

2
3 4–1 1

hG

gG

Fig. 24

 Generalizăm

Graficele funcţiilor g şi f sunt reprezentate
în figura 25.

Observăm că la translaţia fiecărui punct
al graficului gG  cu 2 unităţi liniare în dreapta
de-a lungul axei Ox obţinem punctul respectiv
al graficului .fG  Astfel, graficul funcţiei  f
se obţine din graficul funcţiei g efectuând
translaţia cu 2 unităţi liniare de-a lungul axei
Ox, în sensul acesteia. O x

y

2

4

6

8

10

–2–3 2 3 4–1 1

fG
gG

–4 5 6 7

Fig. 25
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Trasaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor ,  : , , RR →hgf  dacă:
a) ,2)( 2xxf −=  ,12)( 2 +−= xxg  ;32)( 2 −−= xxh
b) ,2)( 2xxf −=   ,)1(2)( 2−−= xxg  .)2(2)( 2+−= xxh

3.4. Studiul func\iei 0≠∈++=→ acbacbxaxxff ,,,,)(,: 2 RRR

• Fie funcţia  ,: RR →g .2
1)( 2xxg =

Trasaţi graficul funcţiei  ,: RR →h .)3(2
1)( 2+= xxh

Rezolvare:
Alcătuim tabelul de valori al funcţiilor g şi h:

x –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5
2

2
1)( xxg = 18 12,5 8 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8 12,5

2)3(2
1)( += xxh 4,5 2 0,5 0 0,5 2 4,5 8 12,5 18 24,5 32

Graficele funcţiilor g şi h sunt reprezentate în
figura 26.

Observăm că la translaţia fiecărui punct al
graficului gG  cu 3 unităţi liniare în stânga de-a
lungul axei Ox obţinem punctul respectiv al
graficului .hG  Astfel, graficul funcţiei h se obţine
din graficul funcţiei g efectuând translaţia cu
3 unităţi liniare de-a lungul axei Ox, în sensul opus
acesteia. O x

y

2

4

6

8

10

–2–3 2 3–1 1

hG
gG

Fig. 26

–4–5–6–7 4

Graficul funcţiei ,: RR →f   ,)()( 2mxaxf −= ,0≠a  ,R∗∈m  este o parabolă care se
obţine din graficul funcţiei ,: RR →g   ,)( 2axxg = ,0≠a  efectuând translaţia de-a lungul
axei Ox cu m unităţi liniare în sensul acesteia, dacă ,0>m  sau cu –m unităţi liniare în
sensul opus acesteia, dacă .0<m

 Aplicăm

 Generalizăm

 Exerciţiu

 Investigăm • Fie funcţia .62)(,: 2 −−=→ xxxff RR
a) Schiţaţi graficul funcţiei  f .
b) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .
Rezolvare:
a) 1. Aflăm punctele de intersecţie a graficului fG  cu axa  Ox:

5,10620)( 2 −=⇔=−−⇔= xxxxf  sau .2=x
Deci, punctele de intersecţie a graficului fG  cu axa Ox sunt )0;5,1(−A  şi ).0;2(B

2. Aflăm punctul de intersecţie a graficului fG  cu axa Oy: .66002)0( 2 −=−−⋅=f
Prin urmare, C(0, –6) este punctul de intersecţie a graficului fG  cu axa Oy.
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O

y

Fig. 27

x
4
1

4
1+x

4
1+−x

EE ′

3. Determinăm axa de simetrie pentru graficul :fG

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + 4
1

4
1 xfxf  pentru orice ,R∈x  ceea ce de-

monstrează că dacă punctul ,,4
1

fGyxE ∈⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +  atunci şi

punctul ,,4
1

fGyxE ∈⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +−′  adică dreapta de ecuaţie

4
1=x  este axă de simetrie pentru graficul fG  (fig. 27).

4. Aflăm coordonatele vârfului parabolei.
Deoarece 

4
1=x  este axă de simetrie pentru ,fG  rezultă că abscisa vârfului parabolei

fG  este ,4
1

0 =x  iar ordonata lui este .8
4964

1
4
12)(

2

00 −=−−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛⋅== xfy

Prin urmare, punctul ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ − 8
49,4

1V  este vârful parabolei fG .

5. Completăm tabelul de valori al funcţiei  f  pentru abscisele punctelor
de intersecţie a graficului fG  cu axele Ox, Oy şi, eventual, pentru alte
valori ale lui x:

x –2 –1,5 0
4
1 2 3

62)( 2 −−= xxxf 4 0 –6
8
49− 0 9

6. Trasăm „prin puncte” graficul fG  şi obţinem o parabolă cu ramurile
în sus (fig. 28).

b) Utilizăm graficul fG  şi determinăm proprietăţile funcţiei  f :
1°  f  are două zerouri: =1x  , =2x  .
2° 0>f  pentru ∈x  şi 0<f  pentru ∈x .
3°  f  este strict descrescătoare pe  şi strict crescătoare pe

.

4° ()(min fxf
x

=
∈R

=)  şi punctul =x  este punct
de  al funcţiei  f .

Funcţia de forma ,)(,: 2 ++=→ cbxaxxff RR  ,0,,, ≠∈ acba R  se numeşte
funcţie de gradul II.

 Definiţie

Deoarece numărul real a este nenul, putem scrie:

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ++=++= 2

22
22

4
4

2)(
a

acb
a
bxaa

cxa
bxacbxaxxf  sau

aa
bxaaa

bxaxf 4242)(
22 ∆−+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−−=∆−+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=                            (1)

pentru orice ,R∈x  unde acb 42 −=∆  este discriminantul ecuaţiei ,0,02 ≠=++ acbxax
asociată funcţiei  f . Egalitatea (1) se numeşte forma canonică a funcţiei  f .

O x

y

Fig. 28

2

9

3–2
–1,5

4

4
1

fG

8
49−–6



50 Algebr= Capitolul 3. Func\ii

§3. Func\ia de gradul II

3.4.1. Mulţimea valorilor funcţiei de gradul II

Când x parcurge mulţimea  
2

2, ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bxR  parcurge ),,0[ ∞+  iar 

2

2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bxa

parcurge:

a) ),,0[ ∞+  dacă ;0>a                           b) ],0,(−∞  dacă .0<a

Prin urmare, din (1) şi din a), b) rezultă că:

1) ,,4)( ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∆−= afE  dacă ;0>a            2) ,4,)( ⎥⎦

⎤⎜⎝
⎛ ∆−∞−= afE  dacă .0<a

3.4.2. Extremele funcţiei de gradul II
Fie funcţia ,0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR  şi forma ei canonică

,42)(
2

aa
bxaxf ∆−+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=  unde acb 42 −=∆  pentru orice R.∈x

1) Cazul 0>a

Deoarece 02

2

≥⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bx  şi ,0>a  rezultă că şi .02

2

≥⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bxa

Atunci .442

2

aaa
bxa ∆−≥∆−+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +  Deci, axf 4)( ∆−≥   (2)  pentru orice R.∈x

Din (1) rezultă că, pentru a obţine reprezentarea grafică a funcţiei ,:f → RR
,)( 2 cbxaxxf ++=  ,0,,, ≠∈ acba R  din reprezentarea grafică a funcţiei ,: →g RR
,,)( 2 *R∈= aaxxg  se efectuează două translaţii ale graficului gG :

1) de-a lungul axei Ox cu a
b
2−  unităţi liniare  (în sensul axei Ox, dacă ,02 >− a

b  şi în

sensul opus axei, dacă  )02 <− a
b ;

2) de-a lungul axei Oy cu a4
∆−  unităţi liniare (în sensul axei Oy, dacă ,04 >∆− a  şi în sensul

opus axei, dacă ).04 <∆− a

 Exerciţiu

Fie funcţia: a)  ,: RR →g ;2)( 2 −−= xxxg     b)  ,: RR →h .1)( 2xxh −=
1. Trasaţi: a) graficul funcţiei g; b) graficul funcţiei h.
2. Determinaţi: a) proprietăţile funcţiei g; b) proprietăţile funcţiei h.

Abscisa 0x  a vârfului parabolei fG  este .20 a
bx −=  Pentru a calcula ordonata 0y  a

vârfului parabolei fG , aflăm )( 00 xfy =  sau .40 ay ∆−=

 Reţineţi

 Aplicăm • Fie funcţia:
a) ;127)(,: 2 +−=→ xxxff RR           b) .123)(,: 2 +−−=→ xxxff RR
Aflaţi ).( fE
Rezolvare:
a) .4

1
2
7127)(

2
2 −⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −=+−= xxxxf  Cum ,01>=a  obţinem .,4

1)( ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−=fE

b) =+−−= 123)( 2 xxxf  . Deoarece ,03 <−=a  rezultă că =)( fE .

Fie funcţia  ,: RR →g .2)( 2xxxg −−=  Aflaţi ).(gE
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O

y

Fig. 29

x
a
b
2−

a4
∆−

fG
Evident, 02

2

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bx  numai pentru .2a

bx −=

Atunci aa
bf 42

∆−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−   (3).

Prin urmare, din (2) şi (3) rezultă că ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−≥ a
bfxf 2)(   (4)

pentru orice R∈x .

Din (2) şi (4) rezultă că aa
bfxf

x 42)(min ∆−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−=
∈R

 şi

a
bx 20 −=  este punct de minim al funcţiei  f  (fig. 29).

2) Cazul 0<a

Deoarece 02

2

≥⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bx  şi ,0<a  rezultă că .02

2

≤⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + a
bxa

Atunci .442

2

aaa
bxa ∆−≤∆−+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +  Deci, axf 4)( ∆−≤   pentru orice R.∈x

Ţinând cont de (3), obţinem ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−≤ a
bfxf 2)(   (5)  pentru  orice R.∈x

Din (5) rezultă că aa
bfxf

x 42)(max ∆−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−=
∈R

 şi a
bx 20 −=  este punct de

maxim pentru funcţia  f  (fig. 30).

O

y

Fig. 30

x
a
b
2−

a4
∆−

fG

 Aplicăm • Fie funcţiile:
a) ;127)(,: 2 +−=→ xxxff RR            b) .123)(,: 2 +−−=→ xxxgg RR
Aflaţi punctele de extrem şi extremele funcţiilor  f  şi  g.
Rezolvare:
a) Deoarece ,01>=a  obţinem 5,32

7
20 =−−=−= a
bx  – punct de minim al funcţiei  f  şi

.4
1)5,3()(min −==

∈
fxf

x R

b) Deoarece ,03 <−=a  avem =0x  =  =  – punct de 
al funcţiei g şi ()(max gxg

x
=

∈R
) = .

 Exerciţiu Fie funcţia  ,: RR →h .4)( 2xxh −=  Aflaţi punctele de extrem şi extremele funcţiei h.

3.4.3. Intervalele de monotonie ale funcţiei de gradul II

Fie ,0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR  o funcţie de gradul II.

• Dacă ,0>a  funcţia f este strict descrescătoare pe ⎥⎦
⎤⎜⎝

⎛ −∞− a
b
2,  şi strict crescătoare

pe ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+− ,2a

b  (fig. 29).

• Dacă  ,0<a  funcţia f este strict crescătoare pe ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞− a

b
2,  şi strict descrescătoare

pe ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+− ,2a

b  (fig. 30).

• Intervalele ⎥⎦
⎤⎜⎝

⎛ −∞− a
b

2,  şi ⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+− ,2a

b  se numesc intervale de monotonie ale

funcţiei f .

 Generalizăm
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• Fie :: RR →f    a) ;83)( 2 −+= xxxf             b) .363,0)( 2 +−−= xxxf
Determinaţi intervalele de monotonie ale funcţiei  f .
Rezolvare:
a) Deoarece 03 >=a  şi ,6

1
23

1
2 −=⋅−=− a
b  rezultă că funcţia  f  este strict descres-

cătoare pe ⎥⎦
⎤⎜⎝

⎛ −∞− 6
1,  şi strict crescătoare pe .,6

1
⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−

b) Deoarece 03,0 <−=a  şi ,10)3,0(2
6

2 −=−
−−=− a

b  rezultă că funcţia  f  este strict

crescătoare pe ]10,( −−∞  şi strict descrescătoare pe ).,10[ ∞+−

• Fie funcţiile:  a) ;189)(,: 2
11 +−=→ xxxff RR

 b) ;144)(,: 2
22 +−=→ xxxff RR

 c) 1)(,: 2
33 −+−=→ xxxff RR .

Aflaţi zerourile funcţiilor .,, 321 fff
Rezolvare:
a) ⇔=+−⇔= 01890)( 2

1 xxxf
.6,3 21 ==⇔ xx  Prin urmare, funcţia  f1

are două zerouri: 6,3 21 == xx  (fig. 31 a)).
b) 5,001440)( 2

2 =⇔=+−⇔= xxxxf .
Deci,  funcţia  f2  are un zerou: 5,0=x  (fig. 31 b)).

c) .010)( 2
3 =−+−⇔= xxxf

Această ecuaţie nu are soluţii reale. (Argumentaţi!)
Astfel, funcţia  f3  nu are zerouri (fig. 31 c)).

O

y

Fig. 31

x

O x

y y

O x

3 6

18

1

1

1

–1

a)

b) c)

1f
G

2f
G

3f
G

Zerourile funcţiei ,0,,,,)(,: ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR  sunt soluţiile rea-
le ale ecuaţiei ,0,02 ≠=++ acbxax  asociată funcţiei  f.

Numărul de soluţii reale ale ecuaţiei de gradul II depinde de valoarea discriminantului ei
.42 acb −=∆

• Dacă ,0>∆  ecuaţia de gradul II are două soluţii reale, iar funcţia  f – două zerouri:

.2,2 21 a
bxa

bx ∆+−=∆−−=

Prin urmare, graficul fG  intersectează axa Ox în două puncte: ).0,(),0,( 21 xx

• Dacă ,0=∆  ecuaţia de gradul II are o soluţie reală, iar funcţia  f – un zerou:  .2a
bx −=

Deci,  graficul fG  are un punct comun cu axa Ox, punctul .0,2 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛− a
b

• Dacă ,0<∆  ecuaţia de gradul II nu are soluţii reale. Deci, funcţia  f  nu are zerouri.
Prin urmare, graficul fG  nu intersectează axa Ox.

 Aplicăm

 Exerciţiu Fie funcţia  ,: RR →g .2)( 2 xxxg −=  Determinaţi intervalele de monotonie ale funcţiei g.

3.4.4. Zerourile funcţiei de gradul II

 Generalizăm

 Exerciţiu Fie: a)  ,: RR →f ;103)( 2 −−= xxxf     b)  ,: RR →g .2)( 2 xxxg −=
Aflaţi zerourile funcţiilor f  şi g.
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 Investigăm

3.4.5. Semnul funcţiei de gradul II

• Fie funcţia .0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR  Determinaţi mulţimea
valorilor lui R∈x  pentru care 0)( >xf  ( ).0)( <xf
Rezolvare:
Semnul funcţiei  f  depinde de semnul discriminantului ∆  al ecuaţiei ,02 =++ cbxax

,0≠a  asociată funcţiei  f .
Scriem funcţia  f  sub forma canonică: .

42)( 2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∆−+⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +=
aa

bxaxf
1) Cazul 0<∆

Semnul valorilor funcţiei  f  coincide cu semnul numărului a, pentru orice R∈x
(fig. 32).

Fig.  32

2) Cazul 0=∆

Semnul valorilor funcţiei
2

2)( ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += a
bxaxf  coincide

cu semnul numărului a, pentru

orice 
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−∈ a

bx 2\R  (fig. 33).

O x

y

fG

a
b
2−

a4
∆−

+ + + +

a) 0>a

– – – –

O x

fG

a
b
2−

a4
∆−

b)
y 0<a

Fig. 33

3) Cazul 0>∆
Semnul valorilor funcţiei  f , cu zerourile ,21 xx <  coincide cu semnul numărului a,
pentru orice ),,(),( 21 ∞+−∞∈ xxx U  şi este opus semnului lui a, pentru orice

),( 21 xxx ∈  (fig. 34).

O
x

y

fG

Fig. 34

a
b
2−

a4
∆−

+

–
– –

+
+ +

–O x

y

fG

a
b
2−

a4
∆−

a) b)

1x
2x

1x 2x

0>a 0<a

– – – –

O x

y

fG

a
b
2−

b)
0<a

O x

y

fG

a
b
2−

+ + + +

a)
0>a
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O x

y

Fig. 35

2

6

3

31–1

2

fG

Fie: a)  ,: RR →f ;23)( 2 −−= xxxf   b)  ,: RR →g .32)( 2 −+−= xxxg
Aflaţi semnele funcţiilor f  şi g.

3.4.6. Graficul funcţiei de gradul II

Pentru a trasa graficul funcţiei de gradul II, procedăm astfel:
Determinăm coordonatele punctelor de intersecţie a graficului :fG
a) cu axa Ox: rezolvăm ecuaţia ,0,02 ≠=++ acbxax  asociată funcţiei  f ;

soluţiile ecuaţiei sunt zerourile funcţiei  f ;
b) cu axa Oy:  calculăm f (0).
Aflăm coordonatele vârfului parabolei: ;4,2 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∆−− aa

bV  punem în evidenţă axa

de simetrie: dreapta a
bx 2−=  este axa de simetrie a graficului funcţiei de gradul II.

 Completăm tabelul, numit tabelul de variaţie al funcţiei  f . Tabelul  include abscisele
punctelor de intersecţie a graficului fG cu axele Ox (dacă există) şi Oy, abscisa
vârfului parabolei şi, eventual, alte valori ale lui x.

 Completând tabelul de variaţie, putem stabili monotonia funcţiei, punctele de extrem,
extremele ei, precum şi comportamentul graficului fG  la ,∞−  la .∞+

 Trasăm graficul funcţiei.

• Fie funcţia .32)(,: 2 +−=→ xxxff RR
a) Trasaţi graficul funcţiei  f .
b) Precizaţi monotonia, semnul şi extremele funcţiei  f .
Rezolvare:
a)  Determinăm coordonatele punctelor de intersecţie a graficului fG  cu axa Ox:

rezolvăm ecuaţia ,0322 =+− xx  asociată funcţiei  f ; cum ,08 <−=∆  rezultă că graficul
fG  nu intersectează axa Ox.

 Observaţie Atât semnul funcţiei de gradul II, cât şi intervalele ei de monotonie pot fi identificate mai
simplu folosind reprezentarea grafică a acesteia.

 Exerciţiu

 Investigăm

 Observaţie Cu  vom nota funcţia descrescătoare, iar cu  – funcţia crescătoare.

 Aplicăm

Determinăm coordonatele punctului de intersecţie a graficului fG  cu
axa Oy: ;33020)0( 2 =+⋅−=f  prin urmare, graficul fG  intersectează
axa Oy în punctul ).3,0(

 Aflăm coordonatele vârfului parabolei: .2)(,12 000 ===−= xfya
bx

Aşadar, punctul )2,1(V  este vârful parabolei. Prin urmare, dreapta de
ecuaţie 12 =−= a

bx  este axa de simetrie a graficului .fG

–  Completăm tabelul de variaţie al funcţiei  f :

x ∞− –1 0 1 2 3 ∞+
32)( 2 +−= xxxf ∞+ 6 3 2 3 6 ∞+

Concluzie min
 Trasăm graficul funcţiei  f  – parabola fG  (fig. 35).
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Fie funcţia .)(,: 2xxff =→RR  Aflaţi:
a) valorile lui x pentru care  f (x)  este: 36; –4; 0,25; 100;
7; –1,6;
b) valorile lui  f , ştiind că x este: ;2;4,0;3;2,0;4,1 −−

.34);2(,7;5 −

2.  Investigaţi!  Fie punctele:
a) );2;2( −A b) );2;1(B c) );5,0;1(−C
d) );5,0;1( −D e) ).5,0;5,0(E
Determinaţi care dintre aceste puncte aparţin graficului
funcţiei: 1) ;2)(,: 2xxff =→RR

2) ;5,0)(,: 2xxff −=→RR
3)  ,: RR →f  .xxf 25,0)( =

3. Fie funcţia :: RR →f

a) ;3)( 2xxf = b) ;3
1)( 2xxf =

c) ;5,1)( 2xxf −= d) .4
1)( 2xxf −=

1) Trasaţi graficul funcţiei  f .
2) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .

b) Funcţia  f  ia valori pozitive pentru orice .R∈x  Funcţia f este strict descrescătoare pe
]1,(−∞  şi strict crescătoare pe ).,1[ ∞+

Punctul 1=x  este punct de minim pentru funcţia  f  şi .2)1()(min ==
∈

fxf
x R

4.  Lucraţi în perechi!  a) Construiţi o funcţie care
arată dependenţa ariei suprafeţei totale a cubului de lun-
gimea muchiei lui.
b) Reprezentaţi graficul aces-
tei funcţii.
c) Aflaţi:
1) aria totală a cubului, ştiind
că lungimea muchiei lui este
de: 0,5 cm;  1,2 dm;  3 m.
2) lungimea muchiei cubului,
ştiind că aria suprafeţei totale a lui este de:

.m4;dm38;cm16 222

5. Completaţi cu numere reale, astfel încât punctul A( , )
să aparţină graficului funcţiei :: RR →f
a) ;)( 2xxf = b) ;)( 2xxf −=
c) ;3 2xf(x) = d) ;5,2)( 2xxf −=
e) );2(3)( −= xxxf f) );1(5,0)( +−= xxxf
g) ;2)( 2 −−= xxxf h) ;13)( 2 ++−= xxxf
i) .53)( 2 ++= xxxf

C

A

B

1A

1B 1C

D

1D

6. Fie funcţiile: ,: RR →f ,3,2)( 2xxf =  ,: RR →g  ,4)( 2xxg −=  ,: RR →h  .4
3)( 2xxh =

Precizaţi:  a) extremele;      b) monotonia;     c) semnele funcţiilor.

7. Aflaţi zerourile funcţiei :: RR →f
a) ;416)( 2 −= xxf                b) ;36)( 2 += xxf                c) ;128)( 2 +−= xxxf                d) .832)( 2 +−= xxxf

8.  Lucraţi în grup!  Fie funcţia :: RR →f

a) ;127)( 2 +−= xxxf b) ;523)( 2 −−= xxxf c) ;4)( 2 +−= xxxf

d) ;127)( 2 −+−= xxxf e) ;144)( 2 −+−= xxxf f) .9)( 2xxf −=
1) Trasaţi graficul funcţiei  f.
2) Determinaţi axa de simetrie a graficului şi proprietăţile funcţiei  f.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

9.  Lucraţi în grup!  Trasaţi graficul şi determinaţi proprietăţile funcţiei :: RR →f
a) ;3)( 2 += xxf b) ;12)( 2 −= xxf c) ;)2(3)( 2+= xxf
d) ;)1(2)( 2−−= xxf e) ;6)2(4)( 2 −+= xxf f) .2)3()( 2 +−−= xxf

10. Fie funcţia :: RR →f
a) ;7,4)( 2xxf = b) ;23)( 2 +−= xxf c) ;)1(4)( 2−= xxf
d) ;)3(2)( 2+−= xxf e) ;65)( 2 +−= xxxf f) .5)4(3)( 2 +−= xxf
Aflaţi mulţimea valorilor ).( fE
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13. Fie graficul funcţiei de gradul II:

Aflaţi semnul coeficientului a şi al discriminantului ∆  ai ecuaţiei asociate funcţiei respective.

14. Completaţi cu unul din semnele „<”, „>”, „=”, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:
1) Dacă graficul funcţiei ,: RR →f   ,)( 2 cbxaxxf ++= ,0≠a  reprezintă o parabolă cu ramurile în jos şi vârful ei
este situat pe axa Ox, atunci a  0,  ∆  0.
2) Dacă graficul funcţiei ,: RR →f   ,)( 2 cbxaxxf ++= ,0≠a  reprezintă o parabolă cu ramurile în sus şi vârful ei
este situat pe axa Oy, atunci a  0,  ∆  0. Analizaţi toate cazurile posibile.

O x

y

O x

y

O x

y

O x

ya) b) c) d)

y

2 4 6 8 10 12–2–4–6–8–10–12

2 
m

O x

11. Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:
a) ,3)(,:,, 2=→ xxfhgf RR  ;43)(,23)( 22 −=+= xxhxxg
b) ,2)(,:,, 2−=→ xxfhgf RR  .4)3(2)(,3)1(2)( 22 −−−=++−= xxhxxg
Ce aţi observat?

12.  Lucraţi în perechi!  Fie tabelul de variaţie al funcţiei f :

x ∞−       –1      0      2        3,5      5     ∞+

0,)( 2 ≠++= acbxaxxf ∞+      18     10     0     –2,25      0     ∞+

Concluzie                   min

Trasaţi graficul funcţiei  f .

17. Trasaţi graficul funcţiei :: RR →f
a) );4)(2()( −+= xxxf b) );1(6)( +−= xxxf c) );5)(3(2)( xxxf −−−=
d) );3)(1(5)( −−= xxxf e) );4)(3()( −−−= xxxf f)  ).2(4)( −= xxxf

15. Fie h înălţimea (în metri) la care se află o minge aruncată în sus, t – timpul (în secunde) în care
mingea s-a aflat în zbor. Dependenţa variabilei h de variabila t se exprimă prin formula:

.8,424 2tth −=
a) Care este înălţimea maximă la care ajunge mingea?
b) În cât timp mingea se va ridica în zbor şi în cât timp va coborî?
c) Peste câte secunde, după ce a fost aruncată în sus, mingea va cădea pe pământ?

16. Balustrada unui pod are forma unui arc de parabolă. Înălţimea balustradei este de 2 m,
iar lungimea coardei care o subîntinde – de 24 m. Balustrada are 5 stâlpi verticali, fixaţi
în punctele care împart coarda în părţi de aceeaşi lungime. Aflaţi lungimile acestor
stâlpi.
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§3. Func\ia de gradul II

20. Determinaţi, utilizând graficele, apoi în mod analitic, punctele de intersecţie a graficelor funcţiilor:
a) ,: RR →f  ,42)( 2 +−−= xxxf  şi ,: RR →g  ;2)( +−= xxg
b) ,: RR →f  ,4)( 2xxf =  şi ,: RR →g  .3)( += xxg

21. Fie funcţia ,: RR →f  .1)4()( 2 −+= xxf
a) Trasaţi graficul funcţiei  f .
b) Determinaţi axa de simetrie a graficului funcţiei  f .
c) Determinaţi proprietăţile funcţiei  f .

   Problemă pentru campioni

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

23. (EG, 2022) Fie funcţia ,: RR →f  .0,2)( 2 ≠++= mmxmxxf  Determinaţi valorile reale ale lui m pentru care graficul
funcţiei  f  este o parabolă cu ramurile în jos şi cu vârful situat pe axa absciselor.

24. Aflaţi valorile parametrului real a pentru care are zerouri funcţia :: +→ RRf
a) ;7)( 2 += axxf             b) ;4)( 2 −= axxf             c) ;)( 2 axxf +=             d) .2)( 2 axxf −=

25. Aflaţi valorile coeficienţilor  b şi c, astfel încât parabola cbxxy ++= 2  să aibă vârful în punctul V (–3, 6).

26. Determinaţi funcţia  ,0,,,,)(,: 2 ≠∈++=→ acbacbxaxxff RRR

al cărei grafic trece prin punctele A(–2, 0), B(1, 6) şi care are valoarea maximă 6.

27. Formulaţi şi rezolvaţi exerciţii asemănătoare cu exerciţiile 13, 15, 16, 18, 21, 23.

28. Trasaţi graficul funcţiei RR →:f  definite prin:

a)  
;3 dacă ,3
3 dacă ,9)(

2

⎩
⎨
⎧

<−
≥−=

xx
xxxf                b)  

.0 dacă ,2
0 dacă ,4)(

2

⎩
⎨
⎧

≤−
>−=

xx
xxxf

29. Trasaţi graficul funcţiei RR →:f  definite prin:

a) ;7||6)( 2 −−= xxxf

b) ;26|4|5)( 2 −+−= xxxf

c) .|23|)( 2 +−= xxxf

CA

B

D

M

18.  Lucraţi în perechi!  Parabola 1) ;3 2xy =    2) 25,0 xy −=  a fost deplasată cu 2 unităţi de-a lungul axei Ox şi cu
3 unităţi de-a lungul axei Oy.
a) Determinaţi funcţia g al cărei grafic este parabola obţinută în urma acestor transformări. Câte funcţii pot fi determi-
nate?
b) Reprezentaţi graficul gG  pentru fiecare funcţie obţinută.

19.  Investigaţi!  Lungimea laturii AC a triunghiului ABC este a, iar înălţimea
corespunzătoare acesteia – h. Prin punctul D al înălţimii BM este dusă o dreaptă
paralelă cu AC. Exprimaţi, dacă e posibil, ariile figurilor obţinute ca funcţii de
variabila x, unde .BDx =

22. Fie h înălţimea (în metri) la care se află un acrobat în timpul
saltului, iar x (în metri) distanţa parcursă de el în timpul acestui
salt. Dependenţa variabilei h de variabila x se exprimă prin
formula  .375,0)( 2 xxxh +−=
a) Trasaţi graficul funcţiei h pentru ].4,0[∈x
b) Care este înălţimea maximă la care poate să ajungă acrobatul
în timpul zborului?
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• Fie funcţia .)(,: 3xxff =→RR  Aflaţi valorile lui x pentru care  f(x) este:

a) ;64−         b) ;8
27         c) 125.

Rezolvare:
a) ;4643 −=⇔−= xx         b) ;2

3
8
273 =⇔= xx         c) .51253 =⇔= xx

1. Fie punctele:
a) );8,2(−A           b) );27,3(B           c) ;8

1,2
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−C           d) );1,0(D           e) ).33,3( −−E

Determinaţi care din aceste puncte aparţin graficului funcţiei ,: RR →f  .)( 3xxf =

2. Fie funcţia .)(,: 3xxff =→RR  Aflaţi:
a) valorile lui x pentru care  f (x) este: 125;  –64;  –16;  3,375;  –1;  0,001;  –343.

b) valorile lui  f , ştiind că  x este: ).5(,2;10;22;3,1;5
2;2,0 −

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

§ 4. Func\ia 3xxff =→ )(,: RR

 Investigăm • Fie cubul cu muchia a. Scrieţi o funcţie care să descrie
dependenţa volumului cubului de lungimea muchiei sale.
Rezolvare:

Volumul cubului se calculează aplicând formula
.3a=V  Prin urmare, dependenţa volumului cubului

de lungimea muchiei sale este descrisă de funcţia
),,0(),0(:g ∞+→∞+  .)( 3xxg =

Această funcţie ne conduce la funcţia .)(,: 3xxff =→ RR

• Fie funcţia .)(,: 3xxff =→RR
a) Trasaţi graficul funcţiei  f .
b) Stabiliţi proprietăţile funcţiei  f .
Rezolvare:

a) Completăm tabelul de valori al funcţiei  f  pentru valoarea zero, unele
valori pozitive şi negative ale lui x:

x –2 –1 0 1 2
3xy = 8 1 0 1 8

Graficul trasat „prin puncte” este reprezentat în figura 36.

b) Proprietăţi ale funcţiei 3)(,: xxff =→RR

1° .000)( 3 =⇔=⇔= xxxf  Prin urmare, 0=x  este zeroul funcţiei  f.
2° Funcţia  f  este strict crescătoare pe .R

3° Funcţia  f  ia valori negative pentru )0,(−∞∈x  şi valori pozitive pentru
).,0( ∞+∈x

4° Cum ),()( xfxf −=−  rezultă că dacă punctul ,),( 00 fGyxE ∈  atunci
şi punctul .),( 00 fGyxE ∈−−′  Deci, graficul fG  este simetric faţă de
originea )0,0(O  (fig. 35).
Graficul funcţiei ,)(,: 3xxff =→RR  se numeşte parabolă cubică.

5° Funcţia  f  nu are extreme.

O x

y

Fig. 36

2

8

1
–1–2

1

0y

0x

–8

),( 00 yxE

),( 00 yxE −−′

fG

 Aplicăm



Exerci\ii [i probleme recapitulative

59Algebr=Capitolul 3. Func\ii

3. Rezolvaţi în R, prin metoda grafică, ecuaţia:   a) ;13 −= xx            b) ;23 xx −=            c) ;233 += xx            d) .23 xx −=

4.  Lucraţi în perechi!  1) Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor:
a) 3)(,: xxff =→RR  şi ;)(,: 3xxgg −=→RR

b) 3)(,: xxff =→RR  şi  .1)(,: 3 +=→ xxgg RR

c) 3)(,: xxff =→RR  şi  .2)(,: 3 −=→ xxgg RR

2) Aflaţi semnele funcţiilor  f  şi g.                                       3) Aflaţi extremele funcţiilor  f  şi g.

5. Aflaţi extremele funcţiei ,: RR →f  definite prin:
a) ;2)( 3 −= xxf           b) ;)2()( 3+= xxf           c) ;1)8(2)( 2 +−= xxf           d) .15)( +−= xxf

6. Trasaţi graficul şi precizaţi monotonia funcţiei: 
⎩
⎨
⎧

>
≤=→

.0,
0,2)(,: 2

3

xx
xxxff RR

7. Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor 3||)(,: xxff =→RR   şi .||)(,: 3xxgg =→RR

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

Exerci\ii [i probleme recapitulative
Fix=m cuno[tin\ele

1. Fie funcţia:
a) ;23)(,: xxff −=→ RR b) ;)(,: xxff =→ ++ RR c) ;2)(,: xxff −=→ ∗∗ RR

d) ;2)(,: 2xxff =→RR e) ;1)(,: 2 +−=→ xxxff RR f) ,: RR →f  .)( 3xxf =
Precizaţi care dintre următoarele puncte aparţin graficului :fG
1) );1,1(−A 2) );1,1(B 3) );1,0(C 4) );0,0(O
5) );2,1( −D 6) );3,0(E 7) );2,4(F 8) ).1,2(−M

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

2.  Lucraţi în perechi!
Analizaţi graficul .fG  Aflaţi:
a) zerourile funcţiei  f ;
b) intervalele de monotonie ale funcţiei  f ;
c) intervalele de semn constant ale funcţiei  f ;
d) punctele de extrem şi extremele funcţiei  f .

O
1

3
x

y

2
4

–4 –2–3 –1
5 6

7 8
–2

1
2
3
4

–3

–1–5–6–7 9 10 11

4. Fie mulţimea }.,,,{ dcbaP =  Construiţi prin diagrame, cel puţin patru funcţii, definite
pe mulţimea P cu valori în P.

5. Scrieţi o formulă care să exprime dependenţa lungimii cercului de raza lui.
Este această dependenţă o proporţionalitate directă?

6. Mariana avea 15 lei. După ce a procurat x timbre la preţul de 0,5 lei, i-au rămas y lei.
a) Exprimaţi printr-o formulă dependenţa lui  y de x.
b) Aflaţi domeniul de definiţie al funcţiei obţinute.

3. (EG, 2023) În desenul alăturat este reprezentat graficul funcţiei ,: →f RR
.0,)( 2 ≠++= acbxaxxf  Scrieţi în casetă una dintre expresiile „pozitiv” sau

„negativ”, astfel încât propozişia obţinută să fie adevărată.
„Valoarea maximă a funcţiei  f  este un număr ”.

1

y

2
–2

1
2

–1 x
O

3 4 5
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10
15
20
25
30
35
40

Preţul 1 kg

zilele
săptămâniilu

ni

m
ar
ţi

m
er

cu
ri jo
i

vi
ne

ri

sâ
m

bă
tă

du
m

in
ic
ă

19. În figura alăturată este prezentat graficul modificării preţului (în lei)
a 1 kg de coarne la piaţă într-o săptămână (luni–duminică).
Determinaţi:
a) Cât costă 1 kg de coarne joi? Dar duminică?
b) În care dintre zile preţul a fost cel mai mare? Care a fost acel preţ?
c) În care dintre zile preţul a fost cel mai mic? Care a fost acel preţ?
d) În care dintre zile preţul nu s-a schimbat?

7. Trasaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor ,:f → RR  ,5,1)( bxxf +−=  pentru }.5,2,0,2{−∈b
Ce aţi observat?

8. Trasaţi graficul şi determinaţi proprietăţile funcţiei ,: ∗∗ → RRf  dacă:

a) ;4)( xxf −= b) ;2
1)( xxf =  c) ;7)( xxf = d) .5

1)( xxf −=

9. Rezolvaţi în R, prin metoda grafică, ecuaţia:

a) ;23 −= xx b) ;25 xx = c) ;22
1 xx = d) .253 2 −= xx

10.  Lucraţi în perechi! Trasaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor ,:f → RR

,3)( 2 nxxf +=  pentru }.3,1,0,1{−∈n  Ce aţi observat?

11. Reprezentaţi în acelaşi sistem de axe ortogonale graficele funcţiilor ,:f → RR  ,)(2)( 2mxxf −−=  pentru
}.3,1,0,1{−∈m  Ce aţi observat?

12. Apa dintr-un ceainic electric, la un moment dat, avea temperatura de 10°C. În continuare, peste fiecare minut,
temperatura apei creştea cu 4°C, astfel încât a atins valoarea de 100°C. Exprimaţi printr-o formulă dependenţa
temperaturii apei y (în grade Celsius) de timpul încălzirii t (în minute). Schiţaţi graficul acestei dependenţe.
Utilizând graficul, aflaţi:
a) temperatura apei peste:

1) 5 minute; 2) 10 minute;
3) 15 minute; 4) 20 de minute de la începutul încălzirii.

b) peste câte minute temperatura apei a atins valoarea de:
1) 50°C;          2) 70°C;          3) 100°C.

13.  Lucraţi în grup!  Trasaţi graficul şi stabiliţi proprietăţile funcţiei ,: RR →f  dacă:
a) ;1)( 2xxxf −−=     b) ;96)( 2 +−= xxxf     c) ;916)( 2xxxf −−=     d) .243)( 2 ++= xxxf

14. Aflaţi axa de simetrie a graficului şi extremele funcţiei :: RR →f
a) ;35)( 2 += xxf         b) ;4)( 2 −= xxf         c) ;)2(3)( 2+−= xxf         d) .36)( 2 +−= xxxf

15. Definiţi printr-o formulă funcţia de gradul II care este:
a) strict crescătoare pe ]4 ,(−∞  şi strict descrescătoare pe ); ,4[ ∞+
b) strict descrescătoare pe ]2 ,( −−∞  şi strict crescătoare pe ). ,2[ ∞+−

16.  Investigaţi! Parabola – graficul funcţiei ,: RR →f  ,3)( 2xxf −=  a fost deplasată cu 2 unităţi de-a lungul axei
Oy şi cu 3 unităţi de-a lungul axei Ox.
a) Determinaţi funcţia g al cărei grafic este parabola obţinută în urma efectuării acestor transformări ale graficului
funcţiei  f . Câte funcţii g aţi determinat?
b) Trasaţi graficul fiecărei funcţii obţinute.
c) Determinaţi proprietăţile fiecărei funcţii obţinute.

17. Aflaţi coordonatele punctelor de intersecţie cu axele Ox şi Oy a graficului funcţiei RR →:f :
a) ;152)( 2 −−= xxxf                                        b) 123)( 2 +−−= xxxf .

18. Daţi exemple de utilizare a funcţiilor de gradul II în sport.
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

21. Grăbindu-se la şcoală un elev nu închidea ermetic robinetul. Se cunoaşte,
că într-o oră curge 0,5 litri de apă din robinet. Elevul pleacă de acasă în
fiecare zi la ora 7.30 şi se întoarce la 14.30. Calculaţi
a) pierderea de apă în timpul absenţei elevului timp de o săptămână
şcolară;
b) costul acestei ape pierdute (pentru 1 m3 – 15,3 lei, 1 l = 0,001 m3).
c) Reprezentaţi grafic dependenţa apei pierdute (l) faţă de timpul (ore)
cât curge apa din robinet pe zi.

20.  Lucraţi în perechi!  Un fotbalist şutează spre poartă. Traiectoria mingii
poate fi descrisă de funcţia definită prin formula ,5,00125,0)( 2 xxxf +−=  unde
x – distanţa (în metri), parcursă de minge de la începutul şutului, y – înălţimea
(în metri) la care se ridică mingea deasupra terenului de fotbal.
a) Trasaţi graficul acestei funcţii, pentru ].30,0[∈x
b) Aflaţi înălţimea maximă la care poate să ajungă mingea.
c) Determinaţi distanţa maximă parcursă de minge de la începutul şutului.

22. Definiţi printr-o formulă funcţia de gradul I care satisface condiţia:
a) ,35)2( +−=+ xxf  pentru orice ;R∈x b) ,21)13( xxf −=−  pentru orice R.∈x

23. Trasaţi graficul funcţiei:

a) 
⎩
⎨
⎧

>
≤−=→

;1dacă,
1dacă,23)(,:

2

xx
xxxff RR b) → ∗∗ ,:f RR  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥−

<<−−

−≤+−

=

2.dacă,5,0
22dacă,2
2dacă,9

)(

3

xx
xx

xx

xf

24. Fie .2)(,: 2 cbxxxff ++=→RR
Determinaţi coeficienţii b şi c, ştiind că vârful parabolei fG  este punctul ).4,2(−A

25. Determinaţi funcţia de gradul II al cărei grafic trece prin punctele:
a) )5,2(),0,3( BA −  şi care are valoarea maximă 5;
b) )4,1(),2,0( −BA  şi care are valoarea minimă 3.

26. Trasaţi graficul funcţiei:
a) ;4||3)(,: −=→ xxff RR           b) |;52,0|)(,: +=→ xxff RR           c) .|23|)(,: 2 −−=→ xxxff RR

27. Rezolvaţi în R, prin metoda grafică, ecuaţia:
a) ;123 +−= xxx                                                 b) .42 3 −= xx

28. Fie funcţia ,: RR →f  .13)( 2 +−= xxxf  Pentru care valori reale ale lui a are loc relaţia ?6)(3)( +−−= afaf

29. Aflaţi valorile cea mai mică şi cea mai mare ale funcţiei R→Df :  (D – domeniul de definiţie):

a) ;
12

1)( 2

2

++
++=

xx
xxxf b) .

12
1)( 2

2

+−
+−=

xx
xxxf

30. (EG, 2021) Fie funcţia .0,)(,: 2 ≠+−=→ mmmxxff RR  Determinaţi valorile reale ale lui m, pentru care funcţia  f
este monoton crescătoare şi graficul funcţiei  f  intersectează axa Oy într-un punct cu ordonata egală cu 4.

32.  Lucraţi în grup!    Proiect STREAM.  Funcţiile în arte.

31. Trasaţi graficul funcţiei:

a) ,: RR →f  ;)( 3xxxf +=                    b) ,: RR →g  .)( 32 xxxg −=

   Problemă pentru campioni



Test sumativ

62 Algebr= Capitolul 3. Func\ii

Varianta I

1. În desen este reprezentat graficul variaţiei temperaturii
apei timp de 20 de minute:

a) Indicaţi litera A dacă propoziţia este adevărată, sau
litera F dacă ea este falsă: „ fG  este graficul unei funcţii
crescătoare”.

A               F
b) Aflaţi cu câte grade a crescut temperatura apei în
primele 6 minute.
c) Aflaţi cu câte grade s-a schimbat temperatura apei
în ultimele 8 minute.
d) Aflaţi perioada în care temperatura apei nu s-a
schimbat.
e) Definiţi prin formule analitice funcţiile reprezentate
prin graficele ,fG gG  şi .hG

2. Determinaţi valorile reale ale lui x pentru care ambele

funcţii ,)4()(,: 2−−=→ xxff RR  şi ,:g → ∗∗ RR

,4)( xxg =  sunt descrescătoare. Argumentaţi răspunsul.

3. Fie funcţia .352)(,: 2 −−−=→ xxxff RR
a) Scrieţi în casetă unul dintre semnele „<”, „=” sau
„>”, astfel încât să obţineţi o propoziţie adevărată: „ f (0)

  f (–1)”.
b) Trasaţi graficul .fG
c) Determinaţi E( f ).
d) Completaţi casetele:

f  pentru ∈x ;
f  pentru ∈x ;

=
∈

)(max xf
x R

.

e) Formulaţi un exemplu din fizică referitor la aplicarea
funcţiei de gradul II.

Test sumativ

Varianta II

1. În desen este reprezentat graficul de descărcare a
grânelor dintr-un depozit timp de 8 ore:

a) Indicaţi litera A dacă propoziţia este adevărată, sau
litera F dacă ea este falsă: „ fG  este graficul unei funcţii
crescătoare”.

A               F
b) Aflaţi cu cât s-a micşorat cantitatea de grâne în
primele 3 ore.
c) Aflaţi cu cât s-a micşorat cantitatea de grâne în
ultimele 2 ore.
d) Aflaţi perioada în care nu s-au efectuat lucrări în
depozit.
e) Definiţi prin formule analitice funcţiile reprezentate
prin graficele ,fG gG  şi .hG

2. Determinaţi valorile reale ale lui x pentru care ambele

funcţii 2)2()(,: +−=→ xxff RR , şi ,:g → ∗∗ RR

,8)( xxg −=  sunt crescătoare. Argumentaţi răspunsul.

3. Fie funcţia .253)(,: 2 +−=→ xxxff RR
a) Scrieţi în casetă unul dintre semnele „<”, „=” sau
„>”, astfel încât să obţineţi o propoziţie adevărată: „ f (–
2)    f (1)”.
b) Trasaţi graficul .fG
c) Determinaţi E( f ).
d) Completaţi casetele:

f  pentru ∈x ;
f  pentru ∈x ;

=
∈

)(min xf
x R

.

e) Formulaţi un exemplu din viaţa cotidiană privind
aplicarea funcţiei de gradul II.

Timp efectiv de lucru:45 de minute

t,
min.

O

t°C

20
40
60
80

fG

gG

hG

4 8 12 16 202 6 10 14 18 O

Cantitatea, tone

20
40
60
80

fG

gG

hG t,
ore

2 4 6 81 3 5 7 9
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Cea mai importantă misiune a civilizaţiei este
de a-l învăţa pe om să gândească.

Thomas Edison

Capitolul

44 Ecua\ii.
Sisteme de ecua\ii

Ecua\ii.
Sisteme de ecua\ii

§ 1. Ecua\ii de forma ax + b = 0,  a, b ∈∈∈∈∈ RRRRR.
Recapitulare [i complet=ri

1.1.  No\iunea de ecua\ie cu o necunoscut=

Ecuaţia poate fi cu mai multe necunoscute. De exemplu, 335 =− yx  este o ecuaţie cu
două necunoscute, 0523 =−+ tvu  este o ecuaţie cu trei necunoscute.

 Ne amintim • Rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;532 =−x         b) ;082 =+x         c) .1)25,0(25)48(25,0 2 +++=++ xxxx

Rezolvare:
a) DVA: R. }.4{.482532 ==⇔=⇔=− Sxxx
b) DVA: R. ..808 22 ∅=−=⇔=+ Sxx
c) DVA: R. 1)25,0(25)48(25,0 2 ⇔+++=++ xxxx

⇔ = .. RR =∈⇔ Sx

• Fie ecuaţiile 0)1)(3( =+− xx  şi .0642 2 =−− xx
Stabiliţi dacă ele sunt echivalente.

Rezolvare:
DVA al ambelor ecuaţii este .R  30)1)(3( =⇔=+− xxx  sau }.3,1{.1 1 −=−= Sx
Mulţimea soluţiilor ecuaţiei 0642 2 =−− xx  este }.3,1{2 −=S
Deci, ,06420)1)(3( 2 =−−⇔=+− xxxx  deoarece mulţimile soluţiilor lor sunt egale:

}.3,1{21 −== SS

Egalitatea de forma ),()( xBxA =  unde ),(xA  )(xB  sunt expresii în care apare
necunoscuta x, se numeşte ecuaţie cu necunoscuta x.

 Definiţie

 Observaţie

Valoarea necunoscutei care transformă ecuaţia într-o propoziţie adevărată se numeşte
soluţie a ecuaţiei.

 Definiţie

Mulţimea soluţiilor ecuaţiei se notează cu S.
A rezolva o ecuaţie înseamnă a determina mulţimea soluţiilor ei.
O ecuaţie poate avea o mulţime finită sau infinită de soluţii sau poate să nu aibă
soluţii.

 Reţineţi
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Între ecuaţiile echivalente se scrie simbolul „ ⇔ ”.

• Aplicând următoarele relaţii de echivalenţă, bazate pe proprietăţi ale relaţiei de egalitate
în mulţimea numerelor reale, obţinem ecuaţii echivalente:
1. ).()()()( xAxBxBxA =⇔=
2. ),()()()()()( xCxBxCxAxBxA ±=±⇔=  unde expresia )(xC  are sens pentru orice

DVA∈x  al ecuaţiei iniţiale.
3. ),()()()()()( xCxBxCxAxBxA ⋅=⋅⇔=  unde expresia )(xC  are sens şi 0)( ≠xC

pentru orice DVA∈x  al ecuaţiei iniţiale.

4. ,)(
)(

)(
)()()( xC

xB
xC
xAxBxA =⇔=  unde expresia )(xC  are sens şi 0)( ≠xC  pentru orice

DVA∈x  al ecuaţiei iniţiale.

Schema rezolvării ecuaţiei de forma ,bax 0=+  R∈ba,

da

00 =+⋅ bx

,0=+ bax  R∈ba,

0=a

Ecuaţie de gradul I

0=b

∅=S
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=

a
bS

nu

R=S

da nu

Ecuaţia de gradul I cu o necunoscută are soluţia unică numărul .a
b−  Deci, .

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−= a

bS

Rezolvarea unei ecuaţii începe, de regulă, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile al acesteia.

 Reţineţi

Mulţimea valorilor necunoscutei (necunoscutelor) pentru care au sens toate expresiile
din ecuaţie se numeşte domeniul valorilor admisibile (DVA) al ecuaţiei.
Două ecuaţii cu aceeaşi necunoscută (aceleaşi necunoscute) se numesc echivalente
dacă mulţimile soluţiilor lor sunt egale.

 Definiţii

Ecuaţiile echivalente ce se rezolvă într-o mulţime (de regulă, în DVA al ecuaţiei
iniţiale) se numesc echivalente în această mulţime.

 Reţineţi

1.2. Ecua\ii de gradul I cu o necunoscut=

Ecuaţia de forma ,0=+ bax  ,0,, ≠∈ aba R  se numeşte ecuaţie de gradul I cu
o necunoscută.
a, b se numesc coeficienţii ecuaţiei.

 Definiţii

 Exerciţiu Stabiliţi dacă sunt echivalente ecuaţiile: a) 052 =+x  şi ;021 2 =+ x
b) )5,0(432 +=− xx  şi .042 =+x
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Unele ecuaţii pot fi reduse la ecuaţii de gradul I cu o necunoscută cu ajutorul unor
substituţii sau aplicând relaţiile de echivalenţă.

b) DVA: }.3{\ −R   Notând ,3 tx
x =+  obţinem ecuaţia de gradul I

093952 =−⇔−= ttt
cu necunoscuta t, care are soluţia 3. Revenind la necunoscuta x, obţinem în DVA:

.5,4)3(333 −=⇔+=⇔=+ xxxx
x

Cercetăm dacă soluţia obţinută aparţine DVA: };3{\5,4 −∈− R  deci, DVA.5,4 ∈−
Răspuns: }.5,4{−=S

Rezolvaţi în R ecuaţia ,523 mxmx +=−  unde m este un parametru real.
Rezolvare:
DVA: R. .35)2(35)2(523 +=−⇔+=−⇔+=− mxmmmxmxmx
Dacă ,2=m  ecuaţia devine .130 =⋅ x  Deci, ecuaţia nu are soluţii.

Dacă 2≠m  })2{\( R∈m , obţinem .2
35

−
+= m

mx

Răspuns: Pentru 2=m , ;∅=S  pentru }2{\R∈m , .2
35

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

−
+= m

mS

Rezolvare:
a) DVA:  .

⇔−+=+− 5)2(322 xxxx
⇔−+=+−⇔ 5232 22 xxxx

⇔−−=−⇔ )4(|:84x
.2=⇔ x

Răspuns: S =  .

desfacem parantezele
aplicăm relaţia de echivalenţă 2
aplicăm relaţia de echivalenţă 4

1.3. Ecua\ii reductibile la ecua\ia de gradul I cu o necunoscut=

 Exemplu Rezolvaţi în R ecuaţia:  a) ;5)2(322 −+=+− xxxx        b) .93
5

3
2 −+=+ x

x
x

x

1.4. Ecua\ii de gradul I cu o necunoscut=, cu parametru (op\ional)

Ecuaţiile de gradul I cu o necunoscută pot conţine parametru. În acest caz, este necesară
o discuţie asupra existenţei soluţiilor ecuaţiei în funcţie de valorile parametrului.

 Exemplu

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Recunoaşteţi ecuaţiile de gradul I:

a) ;012 =−x b) ;5)1(3 =−x c) ;21
1 =
−x d) ;02 =− xx

e) ;03 =x f) ;46 −=x g) ;0312 =++ xx h) .05,25 =+− x

2.  Investigaţi! Determinaţi care dintre elementele mulţimii }5;5,1;0;1;2{ −−  este soluţie a ecuaţiei:

a) ;623 −=− xx b) ;11 =+
x

x c) ;0)5)(2( =−+ xx

d) ;0)5,1( =+xx e) ;22
12 =−

−
x
x f) .0)5)(5,1( =−+ xxx

3. Aflaţi DVA al ecuaţiei:
a) ;154)5(2 +=−− xx b) ;45

3 =−x c) .0)3( =+xx
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

7. Rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;45)2(3)1(2 +=++− xxx
b) ;74)2(36 xxx −=+−−
c) ;6,3)2(5,2)5(4,1 xxx +−=++−−
d) .85)1(75 −=−−+ xxx

12. Rezolvaţi în R  ecuaţiile şi determinaţi cuvântul cifrat.

         Ecuaţia R A B O V

1053 =−x 5− 3
5 5 3 3

5−

5056 ,x,x +=+− 3 7 0 2
7

2
7−

)4(312 −=− xx 0 6 12 6− 3−

03 =⋅ x 3− 2 1 3 0

)20(22 ,xxx −=− 2 0,2 10− 10 1

13. Rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;2)1(9)65(4)13( 22 ++−=+−− xxxx b) ;34)2(8

5
4
3)4(4)51(2

1 22 xxxxx −+−=−−+−

c) ;4)25
2(532 33 xxxxx −−+=+− d) ;3)1(254)1(3 3222 xxxxxxxx −+−+=−+−

e) );3(7)4(45)14)(14( 2 +−−−=−+− xxxxxx f) ).8()2()13)(13(2 23 −−+=+− xxxxx

14. Rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;12|| += xx           b) ;45,0|2| +−=− xx           c) ;|12| xx −=+           d) .23

1|15|3
2 +=− tt

15. Ştiind că m este un parametru real, rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;436 +=− xmx b) ;1)1(23 −+=− xmmx
c) ;43 +=++ xmmx d) .5)4(3)(2 mxxmx −=+−+

16. Formulaţi un exerciţiu asemănător cu exerciţiul 12 şi propuneţi-l colegilor şi colegelor.

4.  Lucraţi în perechi! Rezolvaţi în R ecuaţia:

a) ;012 =−x b) ;5
1

4
3 =− x

c) ;045,0 =+x d) ;023 =− x

e) ;024,1 =+ x f) .03
1

7
5 =−− x

5. Aflaţi zeroul funcţiei :: RR →f
a) ;13)( −= xxf b) ;62)( xxf −=
c) ;19)( xxf −= d) .525)( −= xxf

6. Aflaţi zerourile funcţiei :: RR →f
a) ;5,03)( −= xxf b) ;88)( +−= xxf
c) .8,23,0)( −−= xxf

8.  Lucraţi în perechi! Rezolvaţi în R ecuaţia cu
ajutorul unei substituţii:

a) ;5
375

4
−

−=
− xx b) ;5)2(2)2(3 ++=+− x

x
x

x

c) ;1
3

2
1

1
5

++−=+ t
t

t
t d) .392

5,15,0
a

a
a

a +−=+

9. Completaţi, astfel încât propoziţia obţinută să fie adevărată:
a) =+⇔=−− 5242)1(3 xxx  ;x− b) =−+ )1(24 xx  .25)4(3 xxx −=+−⇔

10. Determinaţi legitatea şi aflaţi numărul omis:

84)1(3 −=−− zz 30 zzz +=−− 12)4(32

0)1(3
2)5(,2 =+− tt  ? 6)6(,4)2(9

2 =−− tt

11. Determinaţi legitatea şi aflaţi numărul omis:

xxx −=+− 74)35(2 81 17)43(8 =−−− xx

853
2

3
19 =−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + xx  ? 63)5(214 =++− xx
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2.1. Formula de rezolvare

11111 Un teren de forma unui triunghi dreptunghic trebuie
îngrădit. Se ştie că lungimea uneia dintre catetele triun-
ghiului este cu 5 m mai mică decât lungimea ipotenuzei,
iar lungimea celeilalte catete este cu 3 m mai mică decât
lungimea primei catete. Aflaţi lungimea gardului.

§ 2. Ecua\ii de gradul II cu o necunoscut=

Ecuaţia 089262 =+− xx  este o ecuaţie de gradul II cu o necunoscută.

 Ne amintim

Mulţimea soluţiilor ecuaţiei se notează cu S.
A rezolva o ecuaţie înseamnă a determina mulţimea soluţiilor ei.

Ecuaţia de forma ,02 =++ cbxax  ,0,,, ≠∈ acba R  se numeşte ecuaţie de
gradul II cu necunoscuta x.
Numerele a, b, c se numesc coeficienţii ecuaţiei de gradul II; c se mai
numeşte termenul liber.

 Definiţii

I. Cazuri particulare ale ecuaţiei de gradul II

1. 0,0,0 =≠≠ cba

02 =+ bxax
.0)(02 =+⇔=+ baxxbxax

.,0
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −= a

bS

2. 0,0,0 ≠=≠ cba

02 =+ cax
,∅=S  dacă ;0>⋅ca

,,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−= a
c

a
cS  dacă .0<⋅ca

3. 0,0,0 ==≠ cba

02 =ax
.000 22 =⇔=⇔= xxax

}.0{=S

• Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;05,02 =+− xx            b) ;012 2 =+x            c) ;052 2 =+− x            d) .05 2 =x
Rezolvare:
a) 00)5,0(05,02 =⇔=−⇔=+− xxxxx  sau .5,0=x   Răspuns: }.5,0;0{=S

b) .12012 22 −=⇔=+ xx  Răspuns: .∅=S

c) ⇔−⋅=+− )1(|052 2x =⇔ x  sau =x  . Răspuns: S =  .

d) =⇔= xx 05 2  . Răspuns: S =  .

 Aplicăm

Rezolvare:
Fie x lungimea ipotenuzei. Atunci )5( −x  este lungimea unei catete, iar )8( −x  – lungimea

celeilalte catete. Conform condiţiei problemei şi teoremei lui Pitagora, obţinem ecuaţia
⇔=−+− 222 )8()5( xxx 089262 =+− xx , cu soluţiile ,54131 −=x  .54132 +=x

Constatăm că numai 5413 +  satisface condiţia problemei. (Precizaţi de ce 5413 −
nu satisface condiţia problemei.) Deci, lungimea ipotenuzei este de cm.)5413( +  Atunci
lungimile catetelor sunt de )545( + m şi )548( + m. Deci, gardul are lungimea de

)51226( + m.
Răspuns: )51226( + m.
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II. Cazul general: 00 ≠=++ acbxax ,2

Existenţa şi numărul soluţiilor reale ale ecuaţiei de gradul II sau ale ecuaţiei de gradul II,

forma redusă, depind de semnul discriminantului acb 42 −=∆ , respectiv .4

2

1 qp −=∆

0,02 ≠=++ acbxax 02 =++ qpxx

acb 42 −=∆ qp −=∆ 4

2

1

∆ > 0 ∆ < 0 ∆ = 0 01 >∆ 01 <∆ 01 =∆

a
bx

a
bx

2

2

2

1

∆+−=

∆−−=

a
bx 2−=

12

11

2

2
∆+−=

∆−−=
px

px

2
px −=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∆−= a

bS 2
m ∅=S

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−= a

bS 2 ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∆−= 12 m

pS ∅=S
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−= 2

pS

Nu are
soluţii
în R.

Nu are
soluţii
în R.

Rezolvare:
a) .254.:DVA 2 =−=∆ acbR

;2
1

22
253

1 −=⋅
−=x  .222

253
2 =⋅

+=x

Răspuns: }.2;5,0{−=S

b) .:DVA R  .4
1

4

2

1 =−=∆ qp

;52
1

2
11

1 =−=x  .62
1

2
11

2 =+=x

Răspuns: }.6,5{=S

• Rezolvaţi în R  ecuaţia:  a) ;0232 2 =−− xx    b) .030112 =+− xx Aplicăm

În cazul în care coeficientul b este un număr par, adică ,,2 ∗∈= Zkkb  ecuaţia de gradul
II ia forma  .0,022 ≠=++ ackxax  Discriminantul acestei ecuaţii este

)(44)2( 22 ackack −=−=∆

şi formulele de rezolvare devin: ,
2

1 a
ackkx −−−=  .

2

2 a
ackkx −+−=

Notând ,2
1 ack −=∆  formulele de rezolvare devin: ,1

1 a
k

x
∆−−

=  .1
2 a

k
x

∆+−
=

 Observaţie

• Rezolvaţi în R  ecuaţia .0382 2 =+− xx
Rezolvare:
DVA: R.  Ştiind că ),4(28,3,2 −⋅=−=== bca  obţinem:

.10616,4 2
1 =−=−=∆−= ackk

Atunci =
+

=−=−−−= 2,105,022
10)4(

21 xx  + .

Răspuns: }.105,02,105,02{ +−=S

 Aplicăm

Împărţind coeficienţii oricărei ecuaţii de gradul II ,0,02 ≠=++ acbxax   la coefi-
cientul a, obţinem ecuaţia echivalentă ,02 =++ qpxx  numită ecuaţie de gradul II,
forma redusă, unde ,a

bp =  iar .a
cq =

 Reţineţi



§2. Ecua\ii de gradul II cu o necunoscut=

69Algebr=Capitolul 4. Ecua\ii. Sisteme de ecua\ii

2.2. Rela\ii ]ntre solu\ii [i coeficien\i

 Ne amintim  Teorema lui Viète
Fie ecuaţia .0,02 ≠=++ acbxax   (1)
Dacă numerele reale 1x  şi 2x  sunt solu-
ţiile ecuaţiei (1), atunci:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅

−=+

.

,

21

21

a
cxx

a
bxx

              (2)

Fie ecuaţia .02 =++ qpxx           (3)
Dacă numerele reale 1x  şi 2x  sunt
soluţiile ecuaţiei (3), atunci:

⎩
⎨
⎧

=⋅
−=+
.

,
21

21

qxx
pxx                 (4)

Folosind relaţiile lui Viète (2), (4), soluţiile unor ecuaţii de gradul II cu o necunoscută pot
fi determinate fără a rezolva efectiv ecuaţia.

• Rezolvaţi în R  ecuaţia:  a) ;0232 2 =−− xx      b) .01272 =+− xx
Rezolvare:
a) Aflăm două numere reale ,, 21 xx  astfel încât 121 −==⋅ a

cxx  şi .2
3

21 =−=+ a
bxx  Prin

încercări, obţinem .2,2
1

21 =−= xx

Răspuns: .}2;5,0{−=S

b) Aflăm două numere reale ,, 21 xx  astfel încât ==⋅ qxx 21  şi =−=+ pxx 21 .

Prin încercări, obţinem .4,3 21 == xx

Răspuns: }.4,3{=S

 Aplicăm

 Ne amintim  Reciproca teoremei lui Viète
Dacă numerele reale 1x  şi 2x  verifică relaţiile (2), atunci 21, xx  sunt soluţiile ecuaţiei (1).
Dacă numerele reale 1x  şi 2x  verifică relaţiile (4), atunci 21, xx  sunt soluţiile ecuaţiei (3).

Folosind reciproca teoremei lui Viète, dacă se cunosc soluţiile 1x  şi 2x , poate fi formată
o ecuaţie de gradul II cu o necunoscută, care va avea aceste soluţii.

 Observaţie

• Scrieţi o ecuaţie de gradul II cu o necunoscută care are soluţiile .2,5 21 =−= xx
Rezolvare:
Cum p−=−=+− 325  şi ,102)5( q=−=⋅−  obţinem ecuaţia .01032 =−+ xx

 Aplicăm

Unele ecuaţii mai complicate pot fi reduse la ecuaţii de gradul II prin introducerea unei
necunoscute auxiliare.

De exemplu, ecuaţiile de forma ,0,024 ≠=++ acbxax  numite ecuaţii bipătrate,
se rezolvă efectuând substituţia ,2 tx =  unde .0≥t  În consecinţă, obţinem ecuaţia de gradul
II .0,02 ≠=++ acbtat  Revenind apoi la necunoscuta x, obţinem soluţiile ecuaţiei iniţiale.

2.3. Ecua\ii reductibile la ecua\ia de gradul II cu o necunoscut=
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

2.4. Descompunerea ]n factori a expresiilor de forma 02 ≠++ acbxax ,

• Rezolvaţi în R  ecuaţia:  a) ;012 24 =−− xx    b) .028)3(3)3( 222 =−−+− xxxx
Rezolvare:
a) DVA: R. Fie .0,2 ≥= ttx  Obţinem ecuaţia 012 2 =−− tt , cu soluţiile .1,2

1
21 =−= tt

Ecuaţia 2
12 −=x  nu are soluţii reale, iar soluţiile ecuaţiei 12 =x  sunt ,11 −=x  .12 =x

Răspuns: }.1,1{−=S

b) DVA: R. Notăm .32 zxx =−  Obţinem ecuaţia de gradul II 02832 =−+ zz , cu soluţiile
,71 −=z  .42 =z  Revenind la necunoscuta x, obţinem ecuaţiile 732 −=− xx  şi .432 =− xx

Ecuaţia 0732 =+− xx  nu are soluţii reale.
Ecuaţia 0432 =−− xx  are soluţiile .4,1 21 =−= xx
Răspuns: }.4,1{−=S

 Aplicăm

 Ne amintim Dacă 0≠a  şi ,0≥∆  atunci ))(( 21
2 xxxxacbxax −−=++  (5), unde 1x  şi 2x  sunt

soluţiile reale ale ecuaţiei .0,02 ≠=++ acbxax

• Descompuneţi în factori expresia .232 2 −− xx
Rezolvare:
Ecuaţia 0232 2 =−− xx  are soluţiile .2,2

1
21 =−= xx

Prin urmare, ).2)(12()2(2
12232 2 −+=−⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ +=−− xxxxxx

 Aplicăm

Ecuaţiile de gradul II cu o necunoscută pot conţine parametru. În acest caz, este necesară
o discuţie asupra existenţei soluţiei ecuaţiei în funcţie de valorile parametrului.

• Determinaţi valorile parametrului real m pentru care ecuaţiile 042 =++ mxx  şi
042 =++ mxx  au o soluţie reală comună.

Rezolvare:
Fie 1x  soluţia comună. Substituind ,1xx =  obţinem 041

2
1 =++ mxx  şi .04 1

2
1 =++ mxx

Prin scădere, obţinem ⇔=−+− 04)4(1 mmx .4)4( 1 −=− mxm
Pentru 4=m  ecuaţiile devin identice: .044 1

2
1 =++ xx  Soluţia lor comună este .21 −=x

Pentru 4≠m  obţinem .11 =x  Înlocuind 11 =x  în una dintre ecuaţii, obţinem .5−=m
Atunci ecuaţiile devin 0452 =+− xx  şi 0542 =−+ xx , cu soluţiile 4,1 21 == xx  şi

respectiv .5,1 43 −== xx
Deci, pentru 4=m  ecuaţiile au soluţia comună ,2−=x  iar pentru 5−=m  soluţia lor

comună este .1=x
Răspuns: }.4,5{−∈m

2.5. Ecua\ii de gradul II cu o necunoscut=, cu parametru (op\ional)

1.  Investigaţi! Fie ecuaţiile:    a) 0;25 2 =−− xx                b) 0;213,4 2 =−+− xx                c) 0.3,57)31( 2 =−+− xx
Găsiţi numărul care lipseşte:   a) 5;  ;  ;2−                b) –3,4;  1− ;  ;                   c) ;  7;  – 3,5.

2. Rezolvaţi în R ecuaţia:   a) ;0162 =−x           b) ;0252 =−t           c) ;025 2 =+ xx           d) .053 2 =+x
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3. Rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;0144 2 =++ xx b) ;0275 2 =+− xx c) ;0123 2 =+− xx
d) ;0564 2 =−+− xx e) ;05,21,0 2 =−− xx f) .xx 0425 2 =++

4.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în Z ecuaţia de gradul II, forma redusă:
a) ;0122 =+− xx b) ;01282 =+− xx c) ;06

1
6
52 =++ xx

d) ;05
2

5
412 =−+ xx e) ;0432 =−− xx f) .0632 =+− xx

5.  Investigaţi!   Fără a rezolva ecuaţia, determinaţi semnele soluţiilor acesteia:

a) ;023 2 =−− xx        b) ;0122 =−+ xx        c) 0;822 =++− tt        d) 0;4102 =+− uu        e) 0.252 2 =++ xx

6.  Lucraţi în perechi!  Scrieţi o ecuaţie de gradul II cu soluţiile:

a) 1 şi 3;                    b) –4 şi 5;                    c) –1 şi –2;                    d) 2
1  şi ;4

3                     e) 32 −  şi .32 +

7. Folosind teorema lui Viète, rezolvaţi în R ecuaţia:
a) ;01522 =−− xx           b) ;023 2 =−− xx           c) ;012 2 =−+ xx           d) .0542 =+− xx

8. Descompuneţi în factori expresia:   a) ;322 −− xx                     b) ;32 2 −− xx                     d) ;253 2 −−− xx

9. Rezolvaţi în R ecuaţia:   a) ;4
4

4
52

xx
xx

−=−
−                        b) ;

1
1

1
2

22

2

xx
xx

−
=

−
−                           c) .

x
x

x
x,

+
+=+ 2

64
2

53 2

10. Fie 1x  şi 2x  soluţiile ecuaţiei:   1) ;0935 2 =−+ xx              2) ;013 2 =+−− xx               3) 0.53282 2 =−+ ,xx,

Fără a rezolva ecuaţia, calculaţi:   a) ;21 xx + b) ;21 xx ⋅ c) ;2
2

2
1 xx + d) .

1

2

2

1

x
x

x
x +

11. Aflaţi două numere pozitive, ştiind că media lor aritmetică este 12,5, iar media geometrică este 10.

12. Suma unui număr real cu întreitul inversului acestuia este 4. Aflaţi numărul. Găsiţi toate soluţiile.

13.  Lucraţi în perechi! Rezolvaţi în Q ecuaţia:

a) ;0343 2 =++ xx b) ;03723 2 =++ xx c) .)14()12( 22 +=+ xx

14. Rezolvaţi în R ecuaţia bipătrată:
a) ;045 24 =+− xx                   b) ;045 24 =++ xx                   c) ;0224 =−− aa                   d) ;0132 24 =+− xx

15. Rezolvaţi în Z  ecuaţia:   a) 0;)7( =−xx                b) 0;144 2 =+− xx                c) 0;11 2 =x                d) .043 2 =++− xx

16.  Lucraţi în perechi! Rezolvaţi în R ecuaţiile şi ordonaţi cuvintele de mai jos în funcţie de soluţiile nenegative
ale ecuaţiilor respective (indicate în paranteze). Comentaţi rezultatul obţinut.
1) 0;1222 2 =+− xx        2) 0;12 2 =−− xx        3) 0;1032 =−− xx        4) 0;5038 2 =+−− ,xx        5) 0.)15( =+xx

culege ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
8
1               seamănă (1)              cine ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2
2              vânt (5)              furtună (0)

17. Determinaţi zerourile funcţiei :RR →:f
a) ;3)( 2xxxf −=             b) ;23)( 2 ++−= xxxf             c) ;1)4(,0)( 2 −= xxf             d) .1254)( 2 −−= xx,xf

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

18. Descompuneţi în factori expresia:     a) ;224 −+ tt b)  .224 −− tt

19. Rezolvaţi în R  ecuaţia:    a) ;3)3)(2)(1( =−−− xxxx b) .3)5)(4)(3)(2( =++++ xxxx

20. Folosind metoda substituţiei, rezolvaţi în R  ecuaţia:     a) ;09||35 2 =−+ xx b) ).2|(|||12 2 −=− xxx

21*. Aflaţi valoarea parametrului real m, ştiind că ecuaţiile 0132 2 =+− xx  şi 01)2(3 2 =+++ xmx  au o soluţie comună.

22*. Ştiind că m este un parametru real, rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;0132 =−− xmx b) ;04)2( 2 =−+− xxm c) .042 =+− mxx
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În ecuaţiile a) ),1(253 xx −=−    b) ,11
32 +=
−

+ xx
xx    c) 2

2
4
11 2 −−=

−
−− x

x
x
x ,

membrul stâng şi membrul drept sunt expresii raţionale, adică expresii formate din numere şi
litere cu ajutorul operaţiilor de adunare, scădere, înmulţire şi împărţire. Astfel de ecuaţii sunt
numite ecuaţii raţionale. În ecuaţiile b), c) necunoscuta apare atât la numărătorul, cât şi la
numitorul raportului algebric respectiv. Astfel de ecuaţii se mai numesc ecuaţii raţionale
cu necunoscuta la numitor.

 APLIC+M

• Rezolvaţi în R ecuaţia .1
1

1
3

1
2

2 +−−=
− xx

x
x

Rezolvare:
}.1,1{\DVA −R:

01
1

1
3

1
2

1
1

1
3

1
2

22 ⇔=++−−
−

⇔+−−=
− xx

x
xxx

x
x

.0
1

123
2

2

=
−

−+⇔
x

xx

0123 2 =−+ xx  şi .012 ≠−x

Ecuaţia 0123 2 =−+ xx  are soluţiile .3
1,1 21 =−= xx

Deoarece DVA,11 ∉−=x  această valoare nu poate fi

soluţie a ecuaţiei date. DVA.3
1

2 ∈=x

Răspuns: .3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S

Ecuaţia raţională cu necunoscuta la numitor se
rezolvă conform următorului algoritm:

Se determină DVA al ecuaţiei.

Se trec toţi termenii în membrul stâng al ecuaţiei.

Se aduce membrul stâng la forma .B
A

Se aplică regula egalării cu zero a unui raport.

Se rezolvă ecuaţia obţinută (A = 0).

Se verifică dacă valorile obţinute satisfac condi-
ţiile precizate, inclusiv dacă aparţin DVA.

Se scrie răspunsul.

§ 3. Ecua\ii ra\ionale

Unele ecuaţii raţionale cu necunoscuta la numitor, mai complicate, pot fi reduse la ecuaţii
mai simple prin diverse transformări sau prin introducerea unei necunoscute auxiliare.

• Rezolvaţi în R ecuaţia .021
3

12
2

2

2

=−−+
+− x

x
xx

x

Rezolvare:

DVA: },1{\R  deoarece 10)1(012 22 =⇔=−⇔=+− xxxx  şi ambele rapoarte din
membrul stîng nu au sens pentru .1=x

 .021312021
3

)1(
2021

3
12

2 2

2

2

2

2

=−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛

−⇔=−−+
−

⇔=−−+
+− x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xx

x

Introducem necunoscuta auxiliară t. Fie .1 tx
x =−  Obţinem ecuaţia 0232 2 =−+ tt , cu

soluţiile .2
1,2 21 =−= tt  (Verificaţi!) Revenind la necunoscuta x, obţinem ecuaţiile 21 −=−x

x

şi  .2
1

1 =−x
x

Prima ecuaţie are soluţia ,3
2

1 =x  iar a doua – soluţia .12 −=x  (Verificaţi!)

Valorile 
3
2

1 =x  şi 12 −=x  aparţin DVA. Deci, ambele sînt soluţii ale ecuaţiei date.

Răspuns: .3
2,1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

 Aplicăm



§3. Ecua\ii ra\ionale

73Algebr=Capitolul 4. Ecua\ii. Sisteme de ecua\ii
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7. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;3

5
962 −=

+− x
x

xx
x b) ;12

1
x

x
x
x

−=−
− c) ;

1
3

1
1

1
1

2x
x

xx −
+=++− d) .12

4
144 2 −−=

+− x
x

xx
x

8.  Investigaţi! Completaţi, astfel încât ecuaţiile să fie echivalente:

a) −⇔−
−=−

2
2

21
32

1 xx
x

x
x  ;04 =+x                b) −⇔++−=

−
xx

x
xx

(52
2

2
1

4
4

2 −x2)( .0) =

9. Rezolvaţi în Q ecuaţia:

a) ;124
2

3
5,0

+
=

+ xx                      b) ;105
6

12
2,1

xx −−=−                      c) .
)4(2

24
168

12
22 −

−=
+−

−
x
x

xx
x

10.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;)5)(1(
10

15
3

−+
=

+
−

− xxx
x

x b) ;3
216

2
16

+=−− xxx

c) ;21
1321

2

+−
−=+−

+
x
xxx

xx d) .)2(
1

)2(
4

4
2

2 −
=

+
++

− xxxx
x

x

11. Aflaţi valorile reale ale lui t pentru care:

a) suma rapoartelor algebrice 13
186

−
+
t
t  şi 52

264
+

−
t
t  este egală cu 4;

b) diferenţa rapoartelor algebrice t
t

21
13

−
+  şi 

1
1

+
−

t
t  este egală cu ;2

1

c) suma rapoartelor algebrice 5
1

−
+

t
t  şi 5

10
+t  este egală cu produsul lor;

d) diferenţa rapoartelor algebrice 12
6
−t  şi 

2
2
−− t

 este egală cu produsul lor.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Recunoaşteţi ecuaţiile raţionale cu necunoscuta la numitor:
a) ;31 =−x b) ;0432 =+− xx c) ;2

1
34

12

=−+ tt

d) ;01
22 =−

+ xx
x e) ;11

32 =
+

− tt f) .0232 =−− zz

2.  Investigaţi! Precizaţi care dintre elementele mulţimii }5,1,0,1{−  sunt soluţii ale ecuaţiei:

a) ;5
12

5
2

−
−=− x

x
x
x b) ;

1
1

1
)1(

22 −
+=

−
+

x
x

x
xx c) ;23 −= xx

d) .112 +=
− t

t
t

t

3. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;21 =x b) ;3

12 =− x c) ;5,22
5 =x d) .7

1
7

23 −=− x
4. Rezolvaţi în Q  ecuaţia:

a) ;4
3

1
2 =−x b) ;2

1
23

5 =−− x c) ;5
2

1
2 =− x

x d) .2
1

2
23 −=+

+
x
x

5.  Lucraţi în perechi! Rezolvaţi în Z  ecuaţia:

a) ;1
15

1
12 2

−
−=−

−
x
x

x
x b) ;2

12
2

22

+
−=+

+
x
x

x
x c) ;13

4
31

)1( 2

−
+=−

−
x

xx
x

xx d) .
5

)3(2
5 22

2

+
−=

+ x
xx

x
x

6. Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;7
4

25
5

52
2 =

−
−

− xx b)  ;3
2

3
1

3
3

xxx −
−

−
=

− c) .4
3

16
2
2

2

+=
− x

x
x

x
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16. Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;
4

2
42

1
42

7
22 xxxx −

=−+
+

b) ;
4
23

2
1

2
1

4
4

22

2

−
−=++−+

−
+

x
x

xxx
x

c) ;08
1

6
1

6
1

8
1 =

+
+

+
+

−
+

− tttt d) .3
3

2
2

1
1

)3)(2)(1(
11123 2

−+−+−=−−−
+−

xxxxxx
xx

17*. Ştiind că m este un parametru real, rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;2
mx

m
m

mx
−

=− b) ;21
1 =

−
−+ x

m
x
m

c) ;1
12 x

m
m
x

−
−=− d) .331 −=−+ mxx

12.  Lucraţi în perechi! Stabiliţi legitatea şi determinaţi ecuaţia omisă:

a)
3
133

3
3
3 =+

−+−
+

x
x

x
x 0362 =−x b) 53

3
3

)1(2 =−
+++

−
t
t

t
t 05

6 =−
+

x
x

3
282

212
2
75 =+

+−−
+

x
x

x
x          ?

3
113

5
3

4
−=+−−+ ttt

       ?

13. Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;0)52)(4( 2 =+− xx                 b) 0;)56(12 =−⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ xx

x                 c) ;013)132( 2 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⋅+− xx

xxx

d) ;082
3122

3
2

2 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−+⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−++ xxxx

x                         e) 0.41
5

1
2)875(

2
2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−−−⋅+− x
x

x
xxx

14. (EG, 2018) Rezolvaţi în R  ecuaţia .32
1

12
2

2

x
x

xxx
x −=+−

+
−

15. (EG, 2015) Fie A mulţimea soluţiilor reale ale ecuaţiei .0295 2 =−− xx  Determinaţi mulţimea ].1;2[−IA

§ 4. Sisteme de ecua\ii

4.1. No\iunea de sistem de ecua\ii

11111 Într-un chioşc erau 1305 ziare şi reviste. După ce s-au vândut
100 de ziare şi 50 de reviste, ziare au rămas de două ori mai
multe decât reviste.
Aflaţi câte reviste şi câte ziare erau la început.
Rezolvare:
Fie x numărul iniţial de ziare şi y numărul iniţial de reviste.

Atunci, conform condiţiei problemei, obţinem sistemul de ecuaţii cu două necunoscute

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

),50(2100
,1305
yx

yx
 cu soluţia (870, 435). (Verificaţi!)

Răspuns: Iniţial, în chioşc erau 870 de ziare şi 435 de reviste.

Fie ecuaţiile ),(),( 11 yxByxA =  şi ).,(),( 22 yxByxA =  Dacă se pune problema să se afle
soluţiile lor comune, adică perechile ordonate de numere reale RR ×∈),( ba  care satisfac

ecuaţia întîi şi ecuaţia a doua, atunci se spune că este dat un sistem de două ecuaţii cu

două necunoscute. El se notează: 
⎩
⎨
⎧

=
=

).,(),(
),,(),(

22

11

yxByxA
yxByxA

 Generalizăm

PRESA



§4. Sisteme de ecua\ii

75Algebr=Capitolul 4. Ecua\ii. Sisteme de ecua\ii

Relaţiile dintre numărul de soluţii şi tipul sistemului de ecuaţii

Rezolvarea sistemului de ecuaţii începe, de regulă, cu determinarea domeniului valorilor
admisibile al acestuia.

Domeniul valorilor admisibile (DVA) al unui sistem de ecuaţii este intersecţia domeniilor
valorilor admisibile ale ecuaţiilor sistemului.

Între sistemele de ecuaţii echivalente se scrie simbolul „ ⇔ ”.

Transformări care pot fi aplicate pentru a obţine sisteme echivalente:

1. Schimbând ordinea ecuaţiilor într-un sistem, obţinem un sistem
echivalent cu cel dat:

2. Înlocuind o ecuaţie a unui sistem prin altă ecuaţie, echivalentă cu cea
iniţială, obţinem un sistem echivalent cu cel dat:

3. Exprimând într-o ecuaţie a unui sistem o necunoscută prin cealaltă
necunoscută şi substituind această expresie în celelalte ecuaţii ale
sistemului, obţinem un sistem echivalent cu cel dat:

4. Înlocuind o ecuaţie a unui sistem cu altă ecuaţie, care se obţine adu-
nând sau scăzând două ecuaţii ale sistemului (înmulţite, dacă e cazul,
cu un număr nenul), obţinem un sistem echivalent cu cel dat:

Exemple

⎩
⎨
⎧

=−
=+⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.43
,0

0
43

yx
yx

yx
yx

⎩
⎨
⎧

=+
−=⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.074
,43

074
43

yx
xy

yx
yx

⎩
⎨
⎧

=−+
−=⇔

⎩
⎨
⎧

=+
−=

.0438
,43

08
43

xx
xy

yx
xy

⎩
⎨
⎧

=
=−⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.414
,43

011
43

x
yx

yx
yx

Un sistem poate fi de trei ecuaţii cu trei necunoscute, de două ecuaţii cu trei necunoscute
etc.

Se numeşte soluţie a sistemului de două ecuaţii cu două necunoscute perechea
ordonată de numere RR ×∈),( ba , care este soluţie comună pentru ambele ecuaţii
ale acestuia.

 Definiţie

A rezolva un sistem de ecuaţii înseamnă a determina mulţimea soluţiilor lui.
Mulţimea soluţiilor unui sistem de ecuaţii (notată cu S) este intersecţia mulţimilor
soluţiilor ecuaţiilor acestui sistem.

 Reţineţi

Două sisteme de ecuaţii de aceleaşi necunoscute se numesc echivalente dacă
mulţimile de soluţii ale acestora sunt egale.

 Definiţie

Sistemele echivalente ce se rezolvă într-o mulţime (de regulă, în DVA al sistemului iniţial)
se numesc echivalente în această mulţime.

 Observaţie

Sistemul este
compatibil nedeterminat.

S este o
mulţime infinită.

Sistemul este
compatibil determinat.

S este o
mulţime finită.

Sistemul este
incompatibil.

∅=S                                         ∅≠S

Sistemul de ecuaţii
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4.2. Metode de rezolvare a sistemelor de dou= ecua\ii cu dou= necunoscute

Sistemele de ecuaţii pot fi rezolvate prin:

metoda substituţiei

⎩
⎨
⎧

=−−
−=⇔

⎩
⎨
⎧

=−
−=−

.5743
,43

57
43

yy
yx

yx
yx

metoda reducerii

⎩
⎨
⎧

=
−=−⇔

⎩
⎨
⎧

−=−
×=+

.711
,123

123
4|25,02

x
yx

yx
yx

Într-o ecuaţie a unui sistem o necunoscută se exprimă
prin cealaltă necunoscută şi expresia obţinută se substi-
tuie în cealaltă ecuaţie a sistemului.

Se adună (se scad) cele două ecuaţii ale unui sistem,
astfel încât să se reducă una dintre necunoscute.

metoda utilizării necunoscutelor
(necunoscutei) auxiliare

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−

+

=−−

.21
34

,31
1

2

2

yx

yx

Fie .1
1,2 vyux =−=  Atunci

obţinem sistemul 
⎩
⎨
⎧

−=+
=−

.234
,3

vu
vu

metoda grafică

⎩
⎨
⎧

+−=
−=⇔

⎩
⎨
⎧

=+
=−

.63
,2

63
2

xy
xy

yx
yx

Se introduc necunoscute auxiliare, notând unele expresii
cu aceste necunoscute, pentru a obţine un sistem mai
simplu. După rezolvarea sistemului obţinut se revine
la necunoscutele iniţiale.

Se trasează, în acelaşi sistem de axe ortogonale,
graficele ecuaţiilor sistemului şi se determină (dacă
există) coordonatele punctelor de intersecţie a aces-
tora.
Dacă graficele ecuaţiilor sistemului nu se intersectează,
rezultă că sistemul este incompatibil, adică .∅=S

O
x

y

1 2

3

6

–1–2

–2
}.2{=S

Metoda substituţiei, metoda reducerii, metoda utilizării
necunoscutelor (necunoscutei) auxiliare sunt metode
algebrice, iar metoda grafică este metodă geometrică.

 Observaţie

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1.  Investigaţi! Precizaţi care dintre perechile ordonate  )2,3(),0,3(),3,0(),2,2(),2,0(),1,1(),2,0( −−−−  sunt
soluţii ale sistemului:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−

;632
,23

yx
yx                                    b) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+

;2
,34

yx
yx                                    c) 

⎩
⎨
⎧

−=+
+−=

.425
),(23

yx
yxx
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8. Explicitând modulele, rezolvaţi în RR×  sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=+

;0|1|2|2|
,5||3||

yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

=+−
=−++
;5||2|6|

,0|4||3|3
yx
yx

c) 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=+

;0|4||2|
,10||2

2

2

ba
ba

d) 
⎩
⎨
⎧

−=+
=+−−

.5||||
,2|1||3|2

yz
yz

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

6.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în RR ×  sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+−
−=−

;0)1(34
,5)2(3

yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

=+−
=−−

;1284
,7,4)5(4,35,0

yx
yx c) 

⎩
⎨
⎧

=−−
++=−

.125
,)1( 22

yx
yxxx

7. Rezolvaţi în ,RR×  prin metoda grafică şi cea algebrică, sistemul:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;042
,26

yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

=+
+=−

;63
,)2( 22

xy
yxx c) 

⎩
⎨
⎧

=++−
=−

;58)2(6)1(5
,63

yx
yx d) 

⎩
⎨
⎧

+−=+
−=−−

.3)1(
,73

22 xyx
yx

2. Rezolvaţi în ,RR×  prin metoda substituţiei, sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=−
=−

;15
,03

yx
yx

             b) 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

;026
,12

yx
yx

             c) 
⎩
⎨
⎧

=−
=+

;45,32,0
,32
yx

yx              d) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=+

.1035
2

,23
1

yx

yx

3. Rezolvaţi în ,RR×  prin metoda reducerii, sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+
−=−
;53

,232
yx
yx b) 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

;325
,5,435,0

yx
xy c) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=+−
;143

,232,2
yx

yx d) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=−

.322
,6

1
3
2

2
1

yx
yx

4. Rezolvaţi în ,RR×  prin metoda grafică, sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=−
=

;92
,2

yx
xy b) 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

;62
,32

xy
yx c) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=−

;62
,03

yx
xy d) 

⎩
⎨
⎧

=−
−=+

.42
,2

yx
yx

5.  Lucraţi în perechi! Completaţi cu un număr real, astfel încât sistemul să fie compatibil:
1) nedeterminat;                                         2) determinat.

a) 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=−

;20610
,42

yx
ywx                          b) 

⎩
⎨
⎧

=−
−=+−

;96
,32

yxw
yx                          c) 

⎩
⎨
⎧

=+−
−=−

.412
,13

wyx
yx

9. Două motonave, după întâlnire, şi-au continuat drumul, una spre sud,
iar cealaltă spre apus, şi peste 2 ore distanţa dintre ele era de 60 km.
Aflaţi viteza fiecărei motonave, dacă se ştie că viteza uneia dintre ele
este cu 6 km/h mai mare decât a celeilalte.

12. Pentru care valori ale parametrului real a sistemul 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

1510
32

ayx
yx  este compatibil nedeterminat?

10. Scrieţi un sistem de două ecuaţii cu două necunoscute, având soluţiile:
a) )5,1(  şi );1,5(           b) )0,1(−  şi );2,1(           c) (1, 0)  şi  (3, 2);          d) (–2, –1)  şi  (1, 1).

   Problemă pentru campioni

11. Unui luntraş, care plutea în amonte, i-a căzut pălăria în apă
când trecea pe sub un pod. Peste o oră el a observat pierderea,
a întors barca şi a ajuns pălăria la o distanţă de 4 km de pod.
Aflaţi viteza apei.
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22222 Un tractor ară un lot de pămînt. Peste 4 ore, i se
alătură un alt tractor. Cele două tractoare termină
de arat lotul în 8 ore.
Aflaţi în câte ore ar putea ara lotul fiecare tractor,
dacă se ştie că primului tractor i-ar trebui cu 8 ore
mai mult decât tractorului al doilea.
Rezolvare:

 Aplicăm

§ 5. Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecua\iilor
[i/sau sistemelor de ecua\ii

Diverse probleme din matematică, fizică, chimie, economie şi din alte
domenii se rezolvă cu ajutorul ecuaţiilor, sistemelor de ecuaţii.

11111 Într-un camion s-au încărcat 35 de saci cu făină şi cu zahăr. Sacii cântăresc
la un loc 2 t 500 kg. Un sac cu făină cântăreşte 80 kg, iar un sac cu zahăr
50 kg.
Aflaţi câţi saci cu făină şi câţi cu zahăr s-au încărcat în camion.
Să rezolvăm această problemă cu ajutorul:

unei ecuaţii.
Fie x numărul de saci cu făină. Atunci (35 – x)

este numărul de saci cu zahăr. Deoarece un sac cu
făină cântăreşte 80 kg,  s-au încărcat în total 80x kg
de făină. Cum un sac cu zahăr cântăreşte 50 kg, s-au
încărcat în total 50(35 – x) kg de zahăr.

Conform condiţiei problemei, obţinem ecuaţia
,5002)35(5080 =−+ xx

cu soluţia  x = 25.
Aşadar, în camion au fost încărcaţi 25 de saci cu

făină şi 10 saci cu zahăr.

unui sistem de ecuaţii.
Fie x numărul de saci cu făină, iar y – numărul de

saci cu zahăr.
Ştiind că s-au încărcat în total 35 de saci, obţinem

prima ecuaţie: x + y = 35.
Deoarece un sac cu făină cântăreşte 80 kg, iar un sac

cu zahăr 50 kg şi s-au încărcat în total 2 t 500 kg, obţinem
a doua ecuaţie: 80x + 50y = 2500 ⇔ 8x + 5y = 250.

Conform condiţiei problemei, obţinem sistemul de

ecuaţii 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

,25058
,35

yx
yx  cu soluţia (25, 10).

Răspuns: În camion s-au încărcat 25 de saci cu făină şi 10 saci cu zahăr.

 Concluzie Uneori, o problemă poate fi rezolvată atât cu ajutorul unei ecuaţii, cât şi cu ajutorul unui
sistem de ecuaţii.

 Ne amintim Pentru a rezolva o problemă cu ajutorul ecuaţiei (sistemului de ecuaţii), se proce-
dează astfel:

Se stabilesc datele cunoscute şi cele necunoscute ale problemei.
Se notează fiecare mărime necunoscută aleasă cu o literă.
Se stabilesc relaţiile dintre datele cunoscute şi cele necunoscute şi se scrie
ecuaţia (sistemul de ecuaţii).
Se rezolvă ecuaţia (sistemul de ecuaţii).
Se analizează rezultatele, se alege soluţia şi se scrie răspunsul.

Fie x numărul de ore în care primul tractor ar fi arat singur lotul de pământ, atunci
(x – 8) este numărul de ore în care al doilea tractor ar fi arat singur acest lot. În aceste

condiţii, productivitatea muncii primului tractor este 
x
1

 ⎜⎝
⎛

x
1  – partea din lot arată într-o oră),

iar cea a tractorului al doilea este .
8

1
−x

 Ştiind că primul tractor a lucrat 12 ore (4 ore singur
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33333 O soluţie de alcool cu concentraţia de 85% s-a amestecat cu o altă soluţie şi
s-au obţinut 10 l de soluţie de alcool cu concentraţia de 79%.
Aflaţi câţi litri de fiecare soluţie s-au amestecat, dacă valoarea numerică a

procentului concentraţiei de alcool din soluţia a doua este cu 66 mai mare decât
valoarea numerică a volumului acestei soluţii.

 Exerciţiu Rezolvaţi problema  22222  cu ajutorul unui sistem de ecuaţii.

şi 8 ore în comun), iar al doilea a lucrat 8 ore şi ţinând cont de productivitatea muncii fiecărui
tractor, obţinem ecuaţia: .18

812 =
−

+ xx
Să aflăm soluţiile ei.

}.8,0{\:DVA R∈x

⇔=
−

−−+−⇔=−
−

+⇔=
−

+ 0)8(
)8(8)8(12018

81218
812

xx
xxxx

xxxx

⎩
⎨
⎧

≠−
=+−⇔=

−
+−⇔=

−
−+−⇔

.0)8(
,096280)8(

96280)8(
9628 222

xx
xx

xx
xx

xx
xx

Soluţiile sistemului, deci şi ale ecuaţiei iniţiale, sunt 241 =x , .42 =x  (Verificaţi!)
42 =x  nu satisface condiţia problemei. (Argumentaţi.)

Răspuns: Primul tractor va ara lotul de pământ în 24 de ore, al doilea – în 16 ore.

Rezolvare:
Fie x volumul în litri al primei soluţii. Atunci (10 – x) l este volumul soluţiei a doua. Prima

soluţie conţine 100
85⋅x  litri de alcool, iar a doua are concentraţia de alcool .)6610( %+− x

Obţinem ecuaţia ⇔⋅=+−−
100

7910
100
85

100
)76)(10( xxx ,0302 =−− xx  cu soluţiile ,52 −=x

.62 =x  (Verificaţi!) Constatăm că valoarea 52 −=x  nu satisface condiţia problemei.

Răspuns: S-au amestecat 6 l de soluţie de alcool cu concentraţia de 85% cu 4 l de altă
soluţie.

Exerci\ii [i probleme

Fix=m cuno[tin\ele

Rezolvaţi problemele 1–4 cu ajutorul ecuaţiei.

C

A

B

D

1. Suma a două numere naturale este 12, iar produsul lor este 11. Aflaţi aceste numere.

2.  Investigaţi! Diferenţa a două numere întregi este 15, iar suma pătratelor lor este 725. Aflaţi aceste numere. Găsiţi
toate soluţiile.

3. Determinaţi lungimea şi lăţimea unui dreptunghi, ştiind că perimetrul lui este de 30 m,
iar aria lui – de .44 2m 

4. Una dintre laturile dreptunghiului este cu 3 cm mai mare decât cealaltă. Aflaţi lungimea
laturilor dreptunghiului, dacă aria lui este de .cm 7201 2

Rezolvaţi problemele 5–6:
a) cu ajutorul ecuaţiei;                      b) cu ajutorul sistemului de ecuaţii.

5. Cu 6400 lei s-au cumpărat două bucăţi de stofă de aceeaşi lungime, dar de calităţi diferite. 1 metru de stofă de calitatea
întâi şi 1 metru de stofă de calitatea a doua costă în total 320 lei, iar 4 m de stofă de calitatea întâi costă cât 6 m de
calitatea a doua. Determinaţi cât costă 1 metru de stofă de fiecare calitate şi câţi metri de stofă s-au cumpărat.
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17. Câte triunghiuri dreptunghice există, ştiind că lungimile laturilor lor sunt numere naturale, iar lungimea unei catete este
de 15 cm?

18. Aflaţi două numere naturale, ştiind că diferenţa pătratelor lor este 45. Găsiţi toate soluţiile.

12.  Lucraţi în perechi! Suma a două numere este 8, iar suma inverselor acestor numere este 6. Aflaţi aceste numere.

13. Fie 736 ml de soluţie de iod cu concentraţia de 16%. Aflaţi câţi mililitri de alcool trebuie adăugaţi pentru a obţine o
soluţie de iod cu concentraţia de 10%.

Rezolvaţi problemele 14–15:
a) cu ajutorul ecuaţiei;                                        b) cu ajutorul sistemului de ecuaţii.

14. Suma a două numere este egală cu 122, iar raportul lor este .7
3  Aflaţi numerele.

15.  Lucraţi în grup! 50 de maiouri şi 75 de tricouri costă în total 4200 lei. După reducerea cu 10% a preţului
maiourilor şi cu 20% a preţului tricourilor, pentru acestea s-ar plăti 3487,5 lei. Aflaţi preţul iniţial al maiourilor şi al
tricourilor.

16. (EG, 2019) Testul pentru un concurs la matematică conţine itemi de 4 puncte şi itemi de 5 puncte. Un elev a rezolvat
complet 12 itemi şi a acumulat în total 53 de puncte. Determinaţi câţi itemi de fiecare tip a rezolvat elevul.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

9. Aria unui triunghi dreptunghic este de .cm24 2  Dacă una dintre catetele lui se micşorează cu 1 cm, iar cealaltă se
măreşte cu 3 cm, atunci se obţine un triunghi cu aria de .cm5,27 2  Determinaţi lungimile catetelor triunghiului iniţial.

8. Conform planului, o uzină trebuia să producă 360 de piese. În primele opt zile,
uzina a depăşit planul zilnic cu 20%. În restul zilelor, uzina a depăşit planul zilnic
cu 25%. În consecinţă, uzina a produs cu 82 de piese mai mult decât prevedea
planul. În câte zile uzina trebuia să realizeze planul?

7.  Lucraţi în grup! Suma pătratelor cifrelor unui număr de două cifre este 52. Dacă din acest număr vom scădea
18, vom obţine răsturnatul acestui număr. Aflaţi numărul.

10. Doi muncitori au executat împreună o lucrare în 12 ore. Dacă primul muncitor ar fi executat
singur o jumătate din această lucrare, apoi al doilea muncitor – a doua jumătate, atunci
toată lucrarea ar fi fost terminată în 25 de ore. Aflaţi în câte ore ar executa lucrarea fiecare
muncitor.

11. Un vapor parcurge distanţa pe un râu de la A la B în 3 ore, iar distanţa de la B la A – în 4
ore. În câte ore va parcurge distanţa de la A la B o plută?

Rezolvaţi problemele 7–13 cu ajutorul ecuaţiei.

6.  Lucraţi în perechi! Distanţa dintre două oraşe este de 280 km. Din aceste oraşe s-au pornit concomitent, unul

spre celălalt, două trenuri: unul cu viteza de 80 km/h, celălalt cu viteza egală cu 4
3  din viteza primului. Aflaţi câţi kilometri

a parcurs fiecare tren până s-au întâlnit.
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21. Un câine, fiind în punctul A, urmăreşte o vulpe, care
este în avans cu 30 m faţă de el. Lungimea saltului
câinelui este de 2 m, iar al vulpii – de 1 m. La ce distanţă
de la punctul A câinele va ajunge vulpea, dacă în timp
ce câinele face două salturi, vulpea face trei?

Exerci\ii [i probleme recapitulative

Fix=m cuno[tin\ele

1. Rezolvaţi în R  ecuaţia:
a) ;6)4(5,32 =−− xx b) ;453,2)2(5,0 −=+− xxx

c) ;4
7
5

3
2)3(

5
4 +=−+ xx d) .14)3(4,2 xxx −=−−

2. Rezolvaţi în Z  ecuaţia:
a) ;0145 2 =−− xx                b) ;072,1 2 =−− xx                c) ;0116 2 =−x                d) .011236 2 =+− xx

3.  Lucraţi în perechi! Folosind teorema lui Viète, rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;0302 =−− xx b)  ;0302 =−+ xx c) .012022 =−− xx

4. Rezolvaţi în Q  ecuaţia:

a) ;32
2

1
5 =

+
−

− xx
x                b) ;3

1
5

1
12 −=

−
−

+
−

x
x

x
x                c) ;2

3
4

24 2 −=
−

− x
x

x
               d) .

3
13

9
5
2 +

=−
− xx
x

5. Rezolvaţi în RR ×  sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=−
=−

;125
,43

yx
yx                b) 

⎩
⎨
⎧

−=−
=−

;328
,632

xy
xy                c) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

;43
2

4
1

,12

y

yx
               d) 

⎩
⎨
⎧

=+−
−=−

.8)2(5,0
,23
yx

yx

6. Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;0)17)(52( 2 =+− xxx                     b) ;0121 =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −−
xxx

x                     c) ;0)16)(123( 22 =−−+ xxx

7. Într-un bloc sunt 64 de apartamente – cu 2 camere şi cu 4 camere. Ştiind că blocul are în total 160 de camere, aflaţi câte
apartamente sunt cu 2 camere şi câte cu 4 camere.

8. Diferenţa a două numere este egală cu 84, iar raportul lor este .
5
2  Aflaţi numerele.

9. S-au amestecat 6 kg de bomboane de 33 lei kilogramul cu 12 kg de bomboane
de 30 lei kilogramul. Determinaţi cât costă 1 kg de bomboane asortate.

   Problemă pentru campioni

19. Pentru a transporta 60 t de marfă, e necesar un număr de camioane. Din motiv că drumul era
deteriorat, în fiecare camion s-au încărcat cu 0,5 t mai puţin decât se prevedea iniţial şi, în
consecinţă, au fost repartizate suplimentar 4 camioane. Determinaţi câte camioane au fost
planificate iniţial.

20. Un agricultor are două feluri de îngrăşăminte chimice de azot: cu concentraţia de 15% şi 21%. Aflaţi ce cantitate de
îngrăşăminte de fiecare fel trebuie să amestece pentru a obţine 1 tonă de îngrăşământ de azot cu concentraţia de 18%.
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22. Doi turişti au pornit concomitent din localităţile A şi B unul spre
celălalt. Fiecare se deplasa cu o viteză constantă şi, ajungând în
punctul respectiv, s-a întors imediat înapoi. Când s-au reîntâlnit,
s-a constatat că un turist a parcurs cu 4 km mai mult decât celălalt
şi a ajuns în A peste 1 oră după reîntâlnire. Celălalt turist a ajuns
în B peste 2 ore 30 de minute după reîntâlnire. Care este viteza
fiecărui turist?

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

10.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în R  ecuaţia:

a) ;02
1

5
12

3
2

2
=+

−
−

+− x
x

xx
x

b) ;04
2)2(

5
2

2

=+
+

+
+

−
t

t
t

t c) ;054 24 =−+ zz

d) ;0154 2 =++ xx e) ;
4

5
4

3
16

2
2 −

−=
+

−
− x

x
xx

x
f) .5

2
4

12
3 =

+
−

− x
x

x

11. Fără a rezolva ecuaţia, determinaţi semnele soluţiilor ei:
a) ;0382 =+− xx b)  ;08122 =++ xx c) .07142 =−− xx

12.  Lucraţi în perechi! Fără a rezolva ecuaţia ,01282 =+− xx  aflaţi:

a) ;11
21 xx +                          b) ;2

2
2
1 xx +                          c) ;3

2
3
1 xx +                          d) ,

1

2

2

1

x
x

x
x +

unde 21  , xx  sunt soluţiile ecuaţiei date.

13. Descompuneţi în factori expresia:
a) ;12 612 +− xx                 b) ;2)12(3)12( 24 +−−− xx                 c) ;1)2(2)2(3 24 −−−− xx                 d) .44 24 +− tt

14. Fie 1x  şi 2x  soluţiile ecuaţiei .0682 =+− xx  Scrieţi o ecuaţie de gradul II cu soluţiile:

a) 11 2xt =  şi ;2 22 xt = b) 
2

1
1 x

xt =  şi .
1

2
2 x

xt =

15. Rezolvaţi în RR ×  sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

=+−
=+−

;2)5,0(8
,54)1(3

yx
yx                  b) 

⎩
⎨
⎧

−=−−
=++−

;2)2,0(45
,34)(

yx
yyx                 c) 

⎩
⎨
⎧

=−
−=+−

.03
,)5()2(4 22

yx
xyx

16. Rezolvaţi, prin metoda grafică, sistemul de ecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

−=−
=+

;7
,052

yx
yx                          b) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−
+=

;22
,12

1

xy
xy                              c) 

⎩
⎨
⎧

+=−
=−

.2)1(3
,83

yx
yx

17. Pe o distanţă de 210 km, un tren a mers la început cu viteza de 60 km/h, apoi, din cauza drumului deteriorat, şi-a
micşorat viteza până la 20 km/h. Toată distanţa a fost parcursă în 6 ore. Aflaţi lungimea drumului deteriorat.

18. Se amestecă 2 l de soluţie de apă cu sare având concentraţia de 20% cu 8 l de soluţie de apă cu sare având
concentraţia de 30%. Determinaţi concentraţia amestecului.

19. Suma pătratelor a două numere este 36. Împărţind cele două numere, se obţine câtul 5 şi restul 3. Aflaţi numerele. Găsiţi
toate soluţiile.

20. Aflaţi zerourile funcţiei :RR →:f
a) ;43)( 2 −−−= xxxf                b) ;43)( 2 ++−= xxxf                c) .20)( 24 −−= xxxf

21. Doi ciclişti au pornit concomitent din localităţile A şi B unul spre celălalt. Peste 1 oră, ei s-au întâlnit şi, fără să se
oprească, şi-au continuat drumul. Ciclistul care a pornit din A a ajuns în B cu 35 de minute mai devreme decât celălalt
a ajuns în A. Determinaţi vitezele cicliştilor, dacă distanţa dintre A şi B este de 28 km.
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29. a) Reprezentaţi punctele )3,0(A  şi )2,1( −B  în sistemul de coordonate xOy.
b) Trasaţi dreapta AB.
c) Determinaţi formula funcţiei ,)(,: nmxxff +=→ RR  ştiind că graficul funcţiei  f  este dreapta AB.

30. Rezolvaţi în R ecuaţia:     a) ;1 |22| 2 =−− xx                b) ;1 |2| 2 xxx −=−+                c) .|65| 22 xxx =−+−

31. Mama, tatăl şi fiul au împreună 84 de ani. Fiul împreună cu mama au 45 de ani, iar fiul împreună cu tatăl au 52 de ani.
Aflaţi vârsta fiecăruia.

32. Compuneţi o problemă care să se rezolve cu ajutorul:
a) ecuaţiei ;0532 2 =−− xx b) sistemului de ecuaţii 

⎩
⎨
⎧

=−
=+

.23
,32

yx
yx

Varianta I

1. Fie ecuaţia −23t .04 =+t
a) Completaţi cu un număr real, astfel încât mulţimea
soluţiilor ecuaţiei să conţină două elemente.

b) Rezolvaţi în R ecuaţia obţinută în a).
c) Scrieţi ecuaţia de gradul doi ale cărei soluţii sunt
opusele soluţiilor obţinute în b).

2. Rezolvaţi problema cu ajutorul sistemului de ecuaţii:
Raportul dintre numărul de băieţi şi numărul de fete
din clasa a IX-a este .5

3

a) Aflaţi câte fete sunt în clasă, dacă se ştie că băieţi
sunt cu 6 mai puţini decât fete.

b) Aflaţi câţi elevi învaţă în clasa a IX-a.

3. Fie funcţia ,)(,: baxxff +=→ RR  R.∈ba,
a) Determinaţi valorile a şi b pentru care punctele

)4,1(A  şi )8,2(−B  aparţin graficului funcţiei  f .
b) Rezolvaţi pentru 2=a  şi 3=b  în N ecuaţia

.51
)( =−− xx

xf

Test sumativ

Varianta II

1. Fie ecuaţia +22z .05 =−z
a) Completaţi cu un număr real, astfel încât mulţimea
soluţiilor ecuaţiei să conţină două elemente.

b) Rezolvaţi în R ecuaţia obţinută în a).
c) Scrieţi ecuaţia de gradul doi ale cărei soluţii sunt
opusele soluţiilor obţinute în b).

2. Rezolvaţi problema cu ajutorul sistemului de ecuaţii:
Raportul dintre numărul de manuale şi numărul de cărţi
de literatură artistică din biblioteca şcolii este .3

2

a) Aflaţi câte manuale sunt în bibliotecă, dacă se ştie
că manuale sunt cu 350 mai puţine decât cărţi de
literatură artistică.
b) Aflaţi câte cărţi sunt în total în biblioteca şcolii.

3. Fie funcţia ,)(,: nmxxgg +=→ RR  R.∈nm,
a) Determinaţi valorile m şi n pentru care punctele

)1,2(−A  şi )11,3(B  aparţin graficului funcţiei g.
b) Rezolvaţi pentru 3=m  şi 1−=n  în N ecuaţia

.3)(
72

=−+ xxg
x

Timp efectiv de lucru:45 de minute

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

33.  Lucraţi în grup!    Proiect.  Aplicaţii ale ecuaţiilor de gradul II în diverse domenii.

23. (EG, 2022) Determinaţi cea mai mare soluţie reală a ecuaţiei .0276 2 =++ xx

24. (EG, 2016) Fie A mulţimea soluţiilor reale ale ecuaţiei .01034 2 =−+ xx  Determinaţi mulţimea }.0;2{−UA

25. (EG, 2016) Într-o vază sunt trandafiri albi şi roşii, în total 21. Numărul de trandafiri roşii este cu 3 mai mare decât dublul
numărului de trandafiri albi. Determinaţi numărul de trandafiri de fiecare culoare în vas.

26. (EG, 2015) Suma a două numere este egală cu 55, iar raportul lor este egal cu .9
2  Determinaţi aceste numere.

27. (EG, 2018) Determinaţi modulul diferenţei soluţiilor reale ale ecuaţiei .01272 =+− xx

28. Dana şi Paula au împreună 90 de bomboane. Dacă 40% din bomboanele Danei sunt cu 15 mai multe decât 30% din
bomboanele lui Paula, ce cantităţi de bomboane au?
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Învăţătura este cea mai bună avuţie.
Proverb

Capitolul

55 Inecua\ii.
Sisteme de inecua\ii

Inecua\ii.
Sisteme de inecua\ii

§ 1. Inecua\ii [i sisteme de inecua\ii de gradul I
cu o necunoscut=. Recapitulare [i complet=ri

1.1.  No\iunea de inecua\ie cu o necunoscut=

11111 Două firme confecţionează carnete de elevi la comandă.
Firma „BMR” cere 200 lei pentru comandă şi câte 10
lei pentru fiecare carnet, iar firma „CAR” cere 50 lei
pentru comandă şi câte 15 lei pentru fiecare carnet.
Aflaţi numărul minim de carnete care face mai avan-
tajoasă oferta firmei „BMR”.
Rezolvare:
Fie x numărul de carnete care trebuie confecţionate.

Conform condiţiei problemei, firma „BMR” va executa
comanda pentru )10200( x+ lei, iar firma „CAR” – pentru

)1550( x+ lei.

A rezolva o inecuaţie înseamnă a determina mulţimea soluţiilor ei.
Mulţimea soluţiilor inecuaţiei se notează cu S.

Între două inecuaţii echivalente se scrie simbolul „ ⇔ ”.

 Investigăm

Numărul a se numeşte soluţie a inecuaţiei cu o necunoscută, dacă el transformă
inecuaţia într-o inegalitate adevărată.

 Definiţie

Două inecuaţii cu o necunoscută se numesc echivalente dacă mulţimile soluţiilor lor
sunt egale.

 Definiţie

Pentru a răspunde la întrebarea problemei, trebuie să rezolvăm în mulţimea N inecuaţia
xx 155010200 +<+  şi să determinăm din mulţimea soluţiilor ei soluţia cea mai mică.

Inecuaţia xx 155010200 +<+  este un exemplu de inecuaţie cu o necunoscută.

 Reţineţi
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Aplicând următoarele relaţii de echivalenţă, bazate pe proprietăţi ale relaţiei de inega-
litate a numerelor reale, obţinem inecuaţii echivalente:

Fie R∈ba,  şi .ba <

   Exemple

23 ⇔>+ xx
32 +<⇔ xx

752 ⇔>+x
572 −>⇔ x

273 ⇔>x
3:27>⇔ x

813 ⇔<− x
)3(:81 −>⇔ x

1. )()( xgxf ⇔>
)()( xfxg <⇔

2. )()( xgxf ⇔>
axgaxf +>+⇔ )()(

3. )()( xgxf ⇔>
)()( xagxaf >⇔

pentru orice
,R∈a 0>a

4. )()( xgxf ⇔>
)()( xagxaf <⇔

pentru orice
0, <∈ aa R

– dacă permutăm membrii unei inecuaţii, se
obţine o inecuaţie de sens opus, echivalentă
cu prima:

– dacă la ambii membri ai unei inecuaţii adu-
năm acelaşi număr real, se obţine o inecuaţie
de acelaşi sens, echivalentă cu cea iniţială:

– dacă înmulţim (împărţim) ambii membri ai
unei inecuaţii cu (la) acelaşi număr real
pozitiv, se obţine o inecuaţie de acelaşi sens,
echivalentă cu cea iniţială:

– dacă înmulţim (împărţim) ambii membri ai
unei inecuaţii cu (la) acelaşi număr real
negativ, se obţine o inecuaţie de sens opus,
echivalentă cu cea iniţială:

1.2.  Intervale de numere reale

 Ne amintim Fie ., R∈ba  Inecuaţia 0≥+ bax  cu necunoscuta R∈x  poate fi rezolvată astfel:
.0 baxbax −≥⇔≥+

Să examinăm cazurile 0≠a  şi .0=a

1.3.  Inecua\ii de forma R∈<>≤≥+ babax ,),,,(0

Intervalul de numere reale
Mulţimea

Se notează Reprezentarea pe axă

},|{ bxaxx ≤≤∈R ],[ ba

},|{ bxaxx <≤∈R ),[ ba

},|{ bxaxx ≤<∈R ],( ba

},|{ bxaxx <<∈R ),( ba

},|{ axxx >∈R ),( +∞a

},|{ axxx ≥∈R ),[ +∞a

},|{ bxxx <∈R ),( b−∞

},|{ bxxx ≤∈R ],( b−∞

R ),( ∞+−∞

a b

a b

a b

a b

a

a

b

b
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Inecuaţiile de gradul I pot fi rezolvate studiindu-se semnul funcţiei respective.

c) .11041566615642
25

3
32 >⋅⇔−>−⇔−>−⇔−>− xxxxxxx

Inecuaţia nu are soluţii.
Răspuns: .∅=S
d) .2142231233|12| ≤≤−⇔≤≤−⇔≤−≤−⇔≤− xxxx
Răspuns: ].2,1[−=S
e) 141|4| >−⇔>− xx  sau 514 >⇔−<− xx  sau .3<x
Răspuns: ).,5()3,( ∞+−∞= US

Să rezolvăm inecuaţia problemei  11111  :
 .301505502001015155010200 >⇔>⇔−>−⇔+<+ xxxxxx

Răspuns: Numărul minim de carnete care face mai avantajoasă oferta firmei „BMR”
este 31.

• Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) );3(2155 +−≤− xxx b) ;343

112 +<− xx c) ;2
25

3
32 xx −>−

d) ;3|12| <−x e) .1|4| ≥−x
Rezolvare:
a) 5621562155)3(2155 ⇔+−≤+−⇔−−≤−⇔+−≤− xxxxxxxxx

.12
1112 ≥⇔−≤−⇔ xx  Deci,

Răspuns: .,12
1

⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+=S

b) .100191212912112343
112 <⋅⇔+<−⇔+<−⇔+<− xxxxxxx

Răspuns: .R=S

12
1

1) Cazul 0≠a

a) Dacă ,0>a  atunci .a
bxbax −≥⇔−≥  Deci, ., ⎟⎠

⎞
⎢⎣
⎡ ∞+−= a

bS

b) Dacă ,0<a  atunci .a
bxbax −≤⇔−≥  Deci, ., ⎥⎦

⎤⎜⎝
⎛ −∞−= a

bS

2) Cazul 0=a
a) Dacă 0=a  şi ,0>b  atunci .R=S
b) Dacă 0=a  şi ,0=b  atunci .R=S
c) Dacă 0=a  şi ,0<b  atunci .∅=S

 Exerciţiu Rezolvaţi în mod analog inecuaţiile de forma .,,0,0,0 R∈<+>+≤+ babaxbaxbax

Inecuaţiile de forma ,,,0,0,0,0 ∈≥+≤+>+<+ babaxbaxbaxbax R  ,0≠a  se
numesc inecuaţii de gradul I cu o necunoscută.

 Definiţie

 Exerciţiu Precizaţi proprietăţile inegalităţilor numerelor reale, folosite la rezolvarea acestei inecuaţii.

 Aplicăm

 Observaţie
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• Rezolvaţi în R inecuaţia .082 <+x
Rezolvare:
Fie .82)(,: +=→ xxff RR

Aflăm zeroul funcţiei f : .4082 −=⇔=+ xx
Tabelul de variaţie a semnului funcţiei  f  este:

x ∞−             –4           ∞+
f(x)   –       –       0      +      +

Deci, 0)( <xf  pentru )4,( −−∞∈x  (fig. 1)
Răspuns: ).4,( −−∞=S

22222 Pentru a prepara la cantina şcolii 20 de porţii de felul
întâi, sunt necesare 0,5 kg de carne şi 1 kg de orez, iar
pentru a prepara o porţie de felul doi, este nevoie de
0,1 kg de carne şi 0,15 kg de orez. Pentru câţi elevi a
fost pregătită masa, dacă se ştie că s-au folosit mai
mult de 11 kg de carne şi mai puţin de 18 kg de orez?
Rezolvare:
Fie x numărul de elevi pentru care au fost pregătite bucatele. Atunci s-au folosit

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ + xx 1,020
5,0  kg de carne şi ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ + xx 15,020  kg de orez. Conform condiţiei problemei, obţi-

nem inecuaţiile 111,020
5,0 >+ xx  şi .1815,020 <+ xx  Astfel, se cere să se afle în mulţimea N

soluţiile comune ale inecuaţiei întâi şi ale inecuaţiei a doua. În acest caz, se spune că trebuie
să rezolvăm un sistem de două inecuaţii de gradul I cu o necunoscută:

⎩
⎨
⎧

<
>⇔

⎩
⎨
⎧

<
>⇔

⎩
⎨
⎧

<+
>+⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+

>+
.90
,88

3604
4405

3603
4404

1815,020

111,020
5,0

x
x

x
x

xx
xx

xx
xx

În mulţimea N acest sistem de inecuaţii are soluţia unică 89.
Răspuns: Au fost pregătite bucate pentru 89 de elevi.

O x

y

8

–4

Fig. 1

1.4. Sisteme de inecua\ii de gradul I cu o necunoscut=

În caz general, un sistem de două inecuaţii de gradul I cu o necunoscută se notează:

⎩
⎨
⎧

∈∈≥+
∈∈≥+

∗

∗

.,,0
,,,0

2222

1111

RR
RR

babxa
babxa

 Ne amintim

Se numeşte soluţie a unui sistem de inecuaţii de gradul I cu o necunoscută orice
valoare a necunoscutei care transformă fiecare inecuaţie a sistemului într-o inegalitate
adevărată.

 Definiţie

1. Un sistem de inecuaţii poate fi format din inecuaţii cu oricare dintre semnele „ < ”, „
≤ ”, „ > ”, „ ≥ ”.

2. Există sisteme de două, de trei sau de mai multe inecuaţii.

 Observaţie
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Precizaţi care desen este reprezentarea pe axă a intervalului :]2,3(−
a) b)

c) d)

2. Reprezentaţi pe axa numerelor şi scrieţi sub formă de interval de numere reale mulţimea soluţiilor inecuaţiei:
a) ;23 −<≤− x             b) ;5,115,6 ≤≤ x             c) ;42 << x             d) ;2−>x             e) .6≤x

3. Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) ;7,83,57 <−x b) ;731 >− x c) ;718530 xx −≤+

d) );2(317)1(5 +−≥+− xx e) ;4
1

2
32 −≤+− xxx f) ).1(5235,0 x−+≥−

4. Rezolvaţi în N inecuaţia:
a) ;8,20)2(2,3)3(6,5 <−−− xx           b) ;4,24)2(7,3)4(8,4 <−−− xx           c) ).5,0(23)1(85,2 −−≥+ xx

5. Rezolvaţi în R sistemul de inecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

<−
>+

;03
,012

x
x                b) 

⎩
⎨
⎧

<+
≤−

;023
,01

x
x                c) 

⎩
⎨
⎧

≥−
≥−

;052
,05,0

x
x                d) 

⎩
⎨
⎧

≤−
≤−

.034
,062,1

x
x

–3 2 x

–3 2 x

–3 2 x

–3 2 x

Între sistemele de inecuaţii echivalente se scrie simbolul „ ⇔ ”.

–1,5 x2
)2;5,1(−∈x

A rezolva un sistem de inecuaţii înseamnă a determina mulţimea soluţiilor lui.
Mulţimea soluţiilor unui sistem de inecuaţii (notată cu S) este intersecţia mulţimilor
soluţiilor inecuaţiilor acestui sistem.

 Reţineţi

Două sisteme de inecuaţii se numesc echivalente dacă mulţimile soluţiilor lor sunt
egale.

 Definiţie

Sistemele echivalente de inecuaţii ce se rezolvă pe o mulţime se numesc echivalente în
această mulţime.

 Observaţie

• Rezolvaţi în R sistemul de inecuaţii  
⎩
⎨
⎧

>−
+≤−

.512
),2(2)1(3

x
xx

Rezolvare:

⎩
⎨
⎧

>
≤⇔

⎩
⎨
⎧

>
+≤−⇔

⎩
⎨
⎧

>−
+≤−

.3
,7

62
4233

512
)2(2)1(3

x
x

x
xx

x
xx

Răspuns: ].7,3(=S

 Aplicăm

• Rezolvaţi în R inecuaţia dublă .5122 <+<− x
Rezolvare:
Inecuaţia poate fi scrisă sub formă de sistem de inecuaţii:

⎩
⎨
⎧

<
−>⇔

⎩
⎨
⎧

<
−>⇔

⎩
⎨
⎧

<+
−>+⇔<+<− .2

,5,1
42

32
512

2125122 x
x

x
x

x
xx

Răspuns: ).2;5,1(−=S

3 x7
]7,3(∈x
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   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

7.  Investigaţi! Aflaţi ce costă mai mult: 7 pixuri sau
10 blocnotesuri, dacă se ştie că 2 pixuri costă mai mult
decât 3 blocnotesuri.

8. Câte numere naturale n există, astfel încât ?70156 ≤+n

9. Fie funcţia .12)(,: −−=→ xxff RR  Aflaţi intervalele
în care:
a) ;0)( ≥xf         b) .0)( <xf

10. Fie funcţia .13)(,: +−=→ xxff RR
a) Stabiliţi dacă punctul )0,1(−A  aparţine graficului
funcţiei  f .
b) Determinaţi intervalele în care ,0)(,0)( ≥> xfxf

.0)(,0)( ≤< xfxf
c) Rezolvaţi în R inecuaţia ).0(|)(|)1( fxxff ≤−+

11. Ana şi Maria ţin un regim de slăbire. Ana, care avea
între 60 şi 65 kg, a slăbit între 3 şi 4 kg. Maria, care avea
între 60 şi 67 kg, a slăbit între 4 şi 5 kg. Determinaţi ce
va arăta cântarul dacă Ana şi Maria se cântăresc
împreună la finele regimului de slăbire.

12. Rezolvaţi în R sistemul de inecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

−<−
−>−

;193
,112217

xx
xx           b) 

⎩
⎨
⎧

−>−
−≤−

;32241
,3155
xx

xx

c) 
⎪
⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

−≥−

;68
17

,3
14

x

xx
          d) 

⎩
⎨
⎧

+<−
++≥+
).1(7)12(2

,1)3(3)1(5
xx

xx

6.  Lucraţi în perechi! Completaţi tabelul folosind modelul din linia 1:

20. Rezolvaţi în R inecuaţia:      a) ;1|23| >+x                   b) ;18|96| ≥− x                   c) .5|73| <+x

21. Aflaţi valorile parametrului real a pentru care sistemul de inecuaţii are cel puţin o soluţie reală:

a) 
⎩
⎨
⎧

>
<

;
,2

ax
x                b) 

⎩
⎨
⎧

>
≤

;
,3

ax
x                c) 

⎩
⎨
⎧

≥
−≤

;
,3

ax
x                d) 

⎩
⎨
⎧

≤
≥

.
,5

ax
x

22. Determinaţi valorile parametrului real a, astfel încât sistemul de inecuaţii să nu aibă soluţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

>
<

;
,3

ax
x                b) 

⎩
⎨
⎧

>
≤

;
,2

ax
x                 c) 

⎩
⎨
⎧

≥
≤

;
,5

ax
x                  d) 

⎩
⎨
⎧

≤
−≥
.

,2
ax

x

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

13.  Lucraţi în perechi! Determinaţi domeniul de
definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;4824)( −= xxf             b) ;
54

3)(
x

xf
−

=

c) .
62

110)(
−

+−=
x

xxf

14. Rezolvaţi în R inecuaţia dublă:
a) ;1235 <−<− x b) ;7231 <−< x
c) ;10342 ≤−≤− x d) .531423 +<+<− xxx

15. Pe un raft sunt cu 5 cărţi mai multe decât pe altul. Se
ştie că pe raftul al doilea sunt mai puţin de 11 cărţi, iar
pe ambele rafturi sunt nu mai puţin de 25 de cărţi. Câte
cărţi sunt pe ambele rafturi?

16. Segmentele de lungimi 5, 8 şi x sunt laturile unui
triunghi. Aflaţi valorile posibile ale necunoscutei x.

17. Un autobuz a făcut într-o zi 8 curse şi a transportat mai
mult de 187 de pasageri, astfel încât toate locurile au
fost ocupate şi numai într-o cursă doi pasageri au
călătorit în picioare. În ziua următoare, acelaşi autobuz
a făcut 15 curse şi a transportat mai puţin de 367 de
pasageri. În total, în această zi, numai trei locuri n-au
fost ocupate. Aflaţi câte locuri are autobuzul.

18. (EG, 2019) Fie funcţiile ,24)(,:, +−=→ xxfgf RR
.92)( += xxg  Determinaţi valorile reale ale lui x, pentre

care valoarea expresiei )()( xgxf −  este nenegativă.
19. (EG, 2021) Fie funcţia .53)(,: +−=→ xxff RR

Determinaţi valorile reale ale lui x, pentre care valorile
respective ale funcţiei  f  nu sunt mai mare decât 2.

1 x mai mic sau egal cu şapte 7≤x ]7,(−∞

53 <<− x

x mai mare sau egal cu doi

),3( ∞+−

2

3

4

5

6

x mai mic decât 5,4

x7

x4
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§2. Inecua\ii de gradul II cu o necunoscut=.
Metoda intervalelor

2.1. Inecua\ii de gradul II cu o necunoscut=

1. Trasaţi în diferite sisteme de coordonate graficele funcţiilor:
,: RR →f  ;34)( 2 +−= xxxf    ,: RR →g  ;44)( 2 ++= xxxg
,: RR →h  .52)( 2 −+−= xxxh

2. Aflaţi semnele fiecărei funcţii  f, g, h.
3. Comparaţi şi comentaţi rezultatele.

x1 43 6–4 –2

f(x) = 0

y

+ +

–

Fig. 2

AtelierAtelierAtelierAtelierAtelier

• Rezolvaţi în R inecuaţia .062 >−− xx Investigăm

Rezolvare:
Fie funcţia .6)(,: 2 −−=→ xxxff RR
Aflăm zerourile funcţiei  f :

2062 −=⇔=−− xxx  sau .3=x
Reprezentăm schematic graficul funcţiei  f  (parabola) într-un
sistem de axe ortogonale (fig. 2).
Folosind graficul, determinăm valorile lui x pentru care .0)( >xf
Obţinem 2−<x  sau .3>x

Răspuns: ).,3()2,( ∞+−−∞= US

Inecuaţiile de forma ,02 >++ cbxax  ,02 ≥++ cbxax  ,02 <++ cbxax  ,02 ≤++ cbxax
,0,,, ≠∈ acba R  se numesc inecuaţii de gradul II cu o necunoscută.

 Definiţie

Algoritmul de rezolvare a inecuaţiei de gradul II

 Prin transformări echivalente, reprezentăm inecuaţia sub forma

.0),0,0,0(0 2222 ≠≤++≥++<++>++ acbxaxcbxaxcbxaxcbxax

 Examinăm funcţia ,: RR →f  .0,)( 2 ≠++= acbxaxxf

 Aflăm zerourile funcţiei  f  prin rezolvarea ecuaţiei .0,02 ≠=++ acbxax

 Trasăm schematic graficul funcţiei  f .

 Determinăm valorile lui x pentru care ).0)(,0)(,0)((0)( ≤≥<> xfxfxfxf

 Scriem răspunsul sub formă de interval numeric.

Numărul m este o soluţie a unei inecuaţii cu o necunoscută, dacă prin substituirea
necunoscutei cu m în această inecuaţie se obţine o propoziţie adevărată.

 Reţineţi

Inecuaţii echivalente se obţin aplicând proprietăţi ale inegalităţilor numerelor reale.
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x

y

–

Fig. 3

– –

O
1

–2

• Rezolvaţi în R inecuaţia .0144 2 ≥−+− xx Aplicăm
Rezolvare:

Cercetăm funcţia .144)(,: 2 −+−=→ xxxff RR

Aflăm zerourile funcţiei f :  .2
10)12(0144 22 =⇔=−⇔=−+− xxxx

Reprezentăm într-un sistem de axe ortogonale graficul funcţiei f (fig. 3).

Cu ajutorul acestui grafic, stabilim că 0)( ≥xf  numai pentru .2
1=x

Răspuns: .2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S

Acest mod de rezolvare a inecuaţiilor de gradul II cu o necunoscută se
bazează pe proprietăţi ale funcţiei de gradul II.

Studiul inecuaţiilor 00,2 ≠>++ acbxax ,  şi  00,2 ≠≥++ acbxax

Valorile lui
a ∆

Semnele funcţiei
0,)( 2 ≠++= acbxaxxf

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei
0,02 ≠>++ acbxax

Mulţimea soluţiilor inecuaţiei
0,02 ≠≥++ acbxax

∆ > 0 ),(),( 21 ∞+−∞= xxS U ),[],( 21 ∞+−∞= xxS U

∆ = 0 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −∞−= ,22, a
b

a
bS U R=Sa > 0

∆ < 0 R=S R=S

∆ > 0 ),( 21 xxS = ],[ 21 xxS =

∆ = 0 ∅=S
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=

a
bS

2
a < 0

∆ < 0 ∅=S ∅=S

x

y

+ – +
O

x1 x2

x

y

+ +

O

+

a
b
2−

x

y

O

+ + +

x

y

–

+
O

x1 x2

–

x
y

O
a
b
2−

– ––

x
y

O

– ––

Inecuaţiile de forma ,02 <++ cbxax  ,0,02 ≠≤++ acbxax  se reduc, prin înmulţirea
coeficienţilor lor cu  –1, la inecuaţii de forma celor prezentate în tabel.

 Reţineţi
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2.2. Metoda intervalelor

Fie funcţia ),())(()(,: 21 nxxxxxxxff −…−−=→ RR  unde nxxx  , ,, 21 …  sunt nume-
re reale distincte.
Zerourile nxxx , ,, 21 …  ale funcţiei f împart domeniul ei de definiţie în intervale, astfel

încât pe fiecare dintre aceste intervale funcţia f îşi păstrează semnul, iar trecând prin
punctele ,, ,, 21 nxxx …  această funcţie îşi schimbă semnul.

Schimbarea semnului funcţiei f se reprezintă
grafic prin „curba semnelor”:

Această reprezentare se interpretează astfel: pe intervalele unde „curba semnelor” e
situată deasupra axei numerelor este adevărată inegalitatea ,0)( >xf  iar pe intervalele
unde „curba semnelor” e situată sub axa numerelor este adevărată inegalitatea .0)( <xf

Această metodă de rezolvare a inecuaţiilor este numită metoda intervalelor.

1x 2x 3x nx
+

–
+ +

––

• Rezolvaţi în R inecuaţia .01522 <−− xx
Rezolvare:
Descompunem în factori membrul stâng al inecuaţiei: ).3)(5(1522 +−=−− xxxx

Fie funcţiile ,5)(,: −=→ xxff RR  şi .3)(,: +=→ xxgg RR  Alcătuim tabelul de va-
riaţie a semnelor funcţiilor f şi g:   x ∞− –3 5 ∞+

f(x) – – – 0 +
g(x) – 0 + + +

)()( xgxf ⋅ + 0 – 0 +

Din tabel rezultă că pe fiecare dintre intervalele ),3,( −−∞  )5,3(−  şi ),5( ∞+  func-
ţia gf ⋅  îşi păstrează semnul. Se spune că funcţia ,gf ⋅  trecând prin punctele –3 şi 5, îşi
schimbă semnul, şi anume:

Astfel, am obţinut că 01522 <−− xx  pentru ).5,3(−∈x
Răspuns: ).5,3(−=S

 Investigăm

 Generalizăm

11111 Rezolvaţi în R inecuaţia .0)3)(1)(2( >++− xxx
Rezolvare:
Fie funcţia ).3)(1)(2()(,: ++−=→ xxxxff RR
Aflăm zerourile funcţiei f : 0)( =xf  pentru .2,1,3 321 =−=−= xxx

Reprezentăm pe axa numerelor
zerourile funcţiei f :

Determinăm semnul funcţiei f pe ).,2( ∞+  Pentru aceasta, luăm un punct arbitrar
din intervalul dat şi aflăm semnul funcţiei f în punctul ales:

.070752)4(),,2(4 >=⋅⋅=∞+∈ f
Prin urmare, 0)( >xf  pentru ).,2( ∞+∈x

Procedăm similar pentru celelalte intervale
şi construim „curba semnelor”:

Aşadar, 0)( >xf  pentru ).,2()1,3( ∞+−−∈ Ux
Răspuns: ).,2()1,3( ∞+−−= US

 Aplicăm

x–3 2–1
+

––
+

x
+

–
+

–3 5

x–3 2–1
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La rezolvarea prin metoda intervalelor a inecuaţiilor raţionale cu o necunoscută la numitor
poate fi aplicat următorul algoritm:

Efectuăm transformările necesare şi scriem inecuaţia sub forma ),,,(0)(
)( ≤<≥>xQ

xP

unde P(x) şi Q(x) sunt expresii algebrice raţionale.
Aflăm mulţimea D care se obţine excluzând din R soluţiile ecuaţiei  .0)( =xQ

Definim funcţia .)(
)()(,: xQ

xPxfDf =→ R

Aflăm zerourile funcţiei, adică zerourile numărătorului, rezolvând ecuaţia .0)( =xP
Reprezentăm pe axa numerelor domeniul D şi zerourile funcţiei  f .
Construim „curba semnelor”.
Selectăm intervalele corespunzătoare semnului funcţiei  f .
Scriem răspunsul.

2.3. Inecua\ii ra\ionale

• Rezolvaţi în R inecuaţia .01
62 <−

+
x
x

Rezolvare:

.0)1)(62(01
62 <−+⇔<

−
+ xxx

x

Fie funcţia ).1)(62()(,: −+=→ xxxgg RR
Avem 0)( =xg  pentru .1,3 21 =−= xx

Construim „curba semnelor”:

Obţinem 0)( <xg  pentru ).1,3(−∈x
Răspuns: ).1,3(−=S

x–3
+

– 1
+

22222 Rezolvaţi în R inecuaţia .0)2)(6( ≤+− xxx
Rezolvare:
Fie funcţia ).2)(6()(,: +−=→ xxxxff RR  Aflăm zerourile funcţiei f :

0)( =xf  pentru .6,0,2 321 ==−= xxx
Construim „curba semnelor”:

Aşadar, 0)( ≤xf  pentru ).,6[]0,2[ ∞+−∈ Ux

Răspuns: ).,6[]0,2[ ∞+−= US

x–2 6
+

– 0 –
+

 Investigăm

Inecuaţiile de forma ,0)(
)(,0)(

)(,0)(
)(,0)(

)( ≤<≥> xQ
xP

xQ
xP

xQ
xP

xQ
xP  unde P(x), Q(x) sunt

expresii algebrice raţionale, se numesc inecuaţii raţionale cu o necunoscută.

 Definiţie

Inecuaţia 01
62 <−

+
x
x  poate fi rezolvată şi fără a fi înlocuită cu inecuaţia ,0)1)(62( <−+ xx

echivalentă ei. Pentru aceasta, cercetăm funcţia , }1{\: →f RR  ,1
62)( −

+= x
xxf   aflăm

zerourile ei (zerourile numărătorului) şi zerourile numitorului fracţiei corespunzătoare şi
le reprezentăm pe axa numerelor. Apoi construim „curba semnelor” şi selectăm intervalele
respective.

 Observaţie
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• Rezolvaţi în R inecuaţia .022
5 ≥+

−
x

x

Rezolvare:

}.1{\.1022 −=−=⇔=+ RDxx

Fie funcţia .22
5)(,}1{\:

+
−=→− x

xxff RR  Avem 0)( =xf  pentru .5=x

Ţinem cont că 5 este soluţie, iar –1 nu este soluţie a inecuaţiei.

Construim „curba semnelor”:
Aşadar, 0)( ≥xf  pentru ].5,1(−∈x

Răspuns: ].5,1(−=S

 Aplicăm

x–1 5
+

––

1. Valorile pentru care funcţia  f  nu este definită (zerourile numitorului) nu se includ
în mulţimea soluţiilor inecuaţiei iniţiale (grafic, pe axă ele se reprezintă prin cerculeţe
necolorate).
2. Zerourile funcţiei  f  (zerourile numărătorului) nu aparţin mulţimii soluţiilor inecuaţiei
date, dacă această inecuaţie conţine semnul „ > ” sau „ < ”. Zerourile funcţiei  f
aparţin mulţimii soluţiilor, dacă inecuaţia iniţială conţine semnul „ ≥ ” sau „ ≤ ” (grafic,
pe axă ele se reprezintă prin cerculeţe colorate) şi aparţin D(f).

 Reţineţi

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Precizaţi dacă sunt echivalente inecuaţiile:
a) 12 ≤x  şi ;1≤x                   b) 42 >x  şi ;2>x                   c) 0)3( 2 ≥+x  şi .0)5( 2 ≥+x

2.  Investigaţi! Funcţia ,0,)(,: 2 ≠++=→ acbxaxxff RR  ,,, R∈cba  este definită de graficul ei. Determinaţi,
cu ajutorul graficului, mulţimile soluţiilor inecuaţiilor ,0)(,0)( ≥> xfxf ,0)( <xf  .0)( ≤xf

3. Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) ;0276 2 >+− xx b) ;04822 <+−− xx c) ;03108 2 ≤−+ xx d) ;011025 2 >+− xx
e) ;042849 2 ≤+− xx f) ;01544 2 >+− xx g) ;7 2xx < h) .54 2 <− xx

4. Folosind metoda intervalelor, rezolvaţi în R inecuaţia:
a) ;0)5)(8( >−+ xx              b) ;0)2( ≤+xx              c) ;06

5 <+
−

x
x              d) ;04

1 ≥
+
+

x
x              e) .031

12 ≥
−

−
x

x

a) b) c) d)

x

y

O 1 3

x

y

O

x

y

O 2

x

y

O 2–1

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

5. Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) ;42)5( xxx >−+           b) ;5)5)(4( ≤−++ xxx           c) );2)(14()13)(15( +−>−+ xxxx           d) .954)13(2 2 ++≥− xxxx

6.  Lucraţi în perechi! Compuneţi o inecuaţie de gradul II cu mulţimea soluţiilor:

a) ;R=S              b) ;∅=S              c) ;]3,2[−=S              d) ;),5()1,( ∞+−∞= US              e) }.3{=S

7. Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) );2(1043 2 −−≤+ xxx           b) );1(3)23( 2 −≥− xxx           c) ;0

20
3

2 ≥
−+

−
xx

          d) .0
75

1
2 <

++ xx
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    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

10. Poate fi decupat dintr-o foaie de hârtie cu dimensiunile de 10 cm şi 3 cm un dreptunghi care are lăţimea cu 4 cm mai mică
decât lungimea şi aria mai mare de 21 cm2?

11. Rezolvaţi în R inecuaţia:

a) ;0453
24 ≤++

−
x
x               b) ;2

13 xx −≥−               c) ;32 >+ xx               d) .1
57 xx

x >+
−

12. Determinaţi domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;1
130)( 2

−
+++−= xxxxf                          b) .10042)( 22 xxxxf −+−−=

13. Rezolvaţi în R inecuaţia dublă:
a) ;2254 2 −≤+−≤− xx                                        b) .321 2 <+<− xx

14. Aflaţi valorile parametrului real m, astfel încât inecuaţia să fie adevărată pentru orice x real:
a) ;05 2 >+− mxx                                             b) .05102 <−− xmx

15. Determinaţi valorile parametrului real a pentru care inecuaţia nu are soluţii:
a) ;012 <++ axx                                                     b) .0542 ≤++ axax

8.  Lucraţi în perechi! Determinaţi domeniul de definiţie al funcţiei :: R→Df

a) ;21)( 2xxxf −−= b) .
123

2)(
2 xx

xf
+

=

9.  Lucraţi în grup! Rezolvaţi în R inecuaţia:

a) ;0)3)(2( <−+ xxx           b) ;0)5)(3)(12( ≥+−+ xxx           c) ;0)65)(1( 2 ≤+−− xxx           d) .01
62

≥−
−−

x
xx

Exerci\ii [i probleme recapitulative

Fix=m cuno[tin\ele

1. Determinaţi cea mai mare soluţie întreagă a inecuaţiei:

a) ;15,22 −≥+ xx                                                 b) .32
13

4
4 <−++− xxx

2.  Investigaţi! Aflaţi cel mai mic număr natural ce aparţine mulţimii soluţiilor inecuaţiei .45,123 +<− xx
3. Rezolvaţi în R inecuaţia:

a) ;0232 >++ xx b) ;2 2xx < c) ;14 2 <x
d) ;0)7)(3( ≥+− xx e) ;032 >+− xx f) .033

5 ≤+
−

x
x

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m
4. Rezolvaţi în R sistemul de inecuaţii:

a) 
⎩
⎨
⎧

+<−
−>−

;723
,254

xx
xx                                b) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>−

+>−

.2
1

2
3

3
22

,14210
xx

xx

5.  Investigaţi! Aflaţi cel mai mic număr întreg care aparţine domeniului de definiţie al funcţiei definite prin formula

.4)( xxxf 3++=

6. Rezolvaţi în R inecuaţia:
a) ;)23(12)4( 22 −≥+− xx b) ;)3()3(3 2+≤+ xxx

c) ;013
)4)(2( 2

≤+
+−

x
xx d) .143

7 ≥−x
x

7.  Lucraţi în perechi! Pentru care valori ale lui x valoarea funcţiei 20142)(,: 2 +−−=→ xxxff RR , este mai
mare decât valorile corespunzătoare ale funcţiei ?162)(,: 2 −−=→ xxxgg RR
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Varianta I

1. Fie expresiile 3
52

1
−= xE  şi .5

14
2

+−= xE
a) Aflaţi valorile reale ale lui x, astfel încât .21 EE <
b) Aflaţi valorile reale ale lui x pentru care suma
expresiilor 1E  şi 2E  este un număr nenegativ.

c) Rezolvaţi în R sistemul 
⎩
⎨
⎧

≤
>

.0
,0

2

1

E
E

2. Rezolvaţi în R inecuaţia .28)5( xxx ≥−−

3. Fie funcţiile ,32)(,: 2 −+−=→ xxxff RR  şi
.5)(,: +=→ xxgg RR

a) Indicaţi litera A dacă propoziţia este adevărată, sau
litera F dacă ea este falsă:
„Funcţia g ia valori pozitive pentru ),5( ∞+∈x ”.

A               F

b) Aflaţi R∈x  pentru care .0)(
)( ≥xg

xf

4. La o piscină, costul este de 20 lei pe oră, iar consumaţia
minimă este de 40 lei. La o altă piscină, costul este de
15 lei pe oră, iar consumaţia minimă este de 60 lei. De-
terminaţi după câte ore  oferta piscinei a doua este mai
avantajoasă decât oferta primei piscine.

Test sumativ

Varianta II

1. Fie expresiile 2
31

1
xM −=  şi .7

32
2

+= xM
a) Aflaţi valorile reale ale lui x, astfel încât .21 MM <
b) Aflaţi valorile reale ale lui x pentru care diferenţa

21 MM −  este un număr nenegativ.

c) Rezolvaţi în R sistemul 
⎩
⎨
⎧

>
≤

.0
,0

2

1

M
M

2. Rezolvaţi în R inecuaţia .26)3( xxx ≤−−

3. Fie funcţiile ,6)(,: +−=→ xxff RR  şi
.383)(,: 2 −−=→ xxxgg RR

a) Indicaţi litera A dacă propoziţia este adevărată, sau
litera F dacă ea este falsă:
„Funcţia  f  ia valori negative pentru ),6( ∞+∈x ”.

A               F

b) Aflaţi R∈x  pentru care .0)(
)( ≤xg

xf

4. Compania „Moldnet” propune conectarea la internet
la preţul de 240 lei pentru instalare şi taxa lunară de
150 lei. Compania „Supernet”, oferind aceeaşi viteză a
internetului, propune conectarea la preţul de 300 lei
pentru instalare şi taxa lunară de 140 lei. Determinaţi
după câte luni oferta companiei „Supernet” devine mai
convenabilă.

Timp efectiv de lucru:45 de minute

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

10. Rezolvaţi în R sistemul de inecuaţii:   a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

−−>−
;10|23|

,2
352

x

xxx                                    b) ⎩
⎨
⎧

≤−
≥−

.3|5|
,6|2|

x
x

11. Rezolvaţi în R inecuaţia dublă .312
271 <+

−< x
x

12. Rezolvaţi în R inecuaţia .0
124

|1|
2 ≥

−+
+
xx

x

13. Aflaţi valorile parametrului real a pentru care inecuaţia 07382 ≥++− aaxax  nu are soluţii în R.
14. Determinaţi valorile parametrului real a, astfel încât orice R∈x  să fie soluţie a inecuaţiei 02)1(2)1( 22 ≥+−+− xaxa .
15. Rezolvaţi în mulţimea Z inecuaţia .365313028 =++ zyx

Indicaţie. Una dintre soluţiile ecuaţiei reprezintă lunile anului.

16.  Lucraţi în grup!    Proiect.  Ecuaţii, inecuaţii, sisteme în fizică, chimie.

8. (EG, 2021) Fie funcţia .53)(,: +−=→ xxff RR  Determinaţi valorile reale ale lui x, pentru care valorile respective ale
funcţiei  f  nu sunt mai mari decât 2.

9. (EG, 2023) Fie funcţia .4)(,: −=→ xxff RR  Determinaţi valorile reale ale lui x, pentru care .3)()3( xxff <⋅
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§1. No\iunea eveniment

Capitolul

66
Elemente

de teoria probabilit=\ilor
[i de statistic= matematic=.
Elemente de calcul financiar

Elemente
de teoria probabilit=\ilor

[i de statistic= matematic=.
Elemente de calcul financiar

Omul fără învăţătură e ca pământul fără udătură.
Proverb

§ 1. No\iunea de eveniment

Deseori în viaţă folosim termenii: eveniment, întâmplător, aleator, posibil, probabil,
sigur, şansă, probabilitate. Ce înseamnă aceşti termeni? De ce trebuie să-i cunoaştem?
Când şi cum îi putem utiliza?

Răspunsurile la întrebările de mai sus le vom găsi în acest capitol.

 Cercetăm

 Definiţii  Realizarea unui experiment se numeşte probă.
 Rezultatul unui experiment se numeşte eveniment.

De exemplu, „Apariţia feţei marcate cu 5 puncte” este un eveniment al experimentului
„Aruncarea zarului”; „Biletul nu este câştigător” este un eveniment al experimentului
„Participarea la loterie”.

Există multe evenimente despre care nu putem spune cu certitudine dacă se vor realiza
sau nu. De exemplu, evenimentele „Apariţia feţei cu 3 puncte la aruncarea zarului”, „Marcarea
mingii la aruncarea acesteia la coş” nu pot fi anticipate cu siguranţă. Acestea depind de
mulţi factori întâmplători şi sunt numite evenimente aleatoare.

Eveniment aleator se numeşte evenimentul care, în urma efectuării experimentului,
se poate realiza, dar poate şi să nu se realizeze.

1. Se aruncă un zar. Ce rezultat vom obţine în urma
experimentului „Aruncarea zarului”?

2. Daniela a cumpărat un bilet de loterie. Acest bilet
poate fi câştigător sau nu. Există oare alte cazuri posibile?

3. Fie experimentul „Aruncarea unei mingi de baschet
la coş”. Care sunt rezultatele posibile ale acestui experiment?

Rezolvare:
1. Nu putem prevedea care dintre feţele marcate cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte va apărea.

Deci, se va obţine întâmplător (aleator) una dintre feţe.
2. Desigur, biletul poate fi câştigător sau nu. Alte cazuri posibile nu există.
3. În urma experimentului „Aruncarea unei mingi de baschet la coş” pot fi atestate două

rezultate: marcare sau nu.
Aruncarea zarului, cumpărarea biletului de loterie, aruncarea mingii de baschet la coş

sunt exemple de experimente.

 Definiţie
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Evenimentul „Apariţia uneia dintre feţele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte la aruncarea
zarului” este un eveniment sigur, iar evenimentul „Extragerea a două creioane de culoare
verde din cutia cu creioane de culoare albastră sau roşie” este un eveniment imposibil.
Evenimentul „O pisică vorbeşte”, de asemenea, este un eveniment imposibil.

De exemplu, evenimentul „După marţi urmează duminică” este un eveniment imposibil,
iar evenimentul „După iunie urmează luna iulie” este un eveniment sigur.

Atenţie! În cadrul unui experiment există un număr de cazuri posibile şi un număr de cazuri
favorabile pentru evenimentul dat, din numărul de cazuri posibile.

1. La aruncarea unei monede sunt două posibilităţi:
{apariţia stemei, apariţia valorii}. Deci, avem două eve-
nimente aleatoare: A = {apariţia feţei cu stema};

B = {apariţia feţei cu valoarea}.
Atât evenimentul A, cât şi evenimentul B, au câte

un singur caz favorabil din două cazuri posibile.
2. La aruncarea unui zar poate apărea una dintre feţele marcate cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6

puncte. Prin urmare, există şase posibilităţi: }.6,5,4,3,2,1{

La aruncarea unui zar pot fi definite şi alte evenimente, nu numai apariţia feţei cu  1, 2, 3,
4, 5 sau  6 puncte.  Astfel de evenimente vor fi cercetate în continuare.

Există evenimente care au şanse egale de realizare. De exemplu, dacă într-o cutie sunt
tot atâtea creioane albastre câte roşii, atunci evenimentul B = {creionul extras este albastru}
şi evenimentul C = {creionul extras este roşu} au aceeaşi şansă de realizare. În cazul în
care numărul creioanelor roşii din cutie este mai mare decât numărul creioanelor albastre,
evenimentul C are o probabilitate mai mare de realizare decât evenimentul B.

La aruncarea unui zar examinăm evenimentele:
1A  = {apariţia feţei cu 1 punct};
2A  = {apariţia feţei cu 3 sau 4 puncte};
3A  = {apariţia feţei cu 7 puncte};
4A  = {apariţia feţei cu un număr par de puncte};
5A  = {apariţia feţei cu un număr impar de puncte};
6A  = {apariţia feţei cu un număr de puncte mai mic decât 5};
7A  = {apariţia uneia dintre feţele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte}.

Eveniment imposibil se numeşte evenimentul care nu se realizează niciodată.
Evenimentul imposibil se notează cu .∅
Eveniment sigur se numeşte evenimentul care se realizează în urma oricărei probe.
Evenimentul sigur se notează, de regulă, cu E.

Evenimentele pot fi clasificate în sigure, imposibile şi aleatoare.
Evenimentele se notează, de regulă, cu litere majuscule: A, B, C, ...
Orice eveniment este legat de un experiment.

 Definiţie

 Exemple

 Reţineţi

 Observaţie

 Aplicăm
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 Reţineţi

1) Corelaţi termenii „eveniment sigur”, „eveniment posibil”, „eveniment mai posibil decât”,
„eveniment imposibil”, „evenimente egal posibile” cu evenimentele ,,,, 4321 AAAA

.,, 765 AAA

2) Determinaţi numărul de cazuri favorabile pentru fiecare dintre evenimentele .71 AA −
Rezolvare:
1) Evenimentele 65421 ,,,, AAAAA  sunt posibile; evenimentul 3A  este imposibil;

evenimentul 7A  este sigur; evenimentul 2A  este mai posibil decât evenimentul ;1A
evenimentul 6A  este mai  posibil decât evenimentul ;2A  evenimentele 4A  şi 5A  sunt egal
posibile. (Propuneţi şi alte relaţii.)

2) Evenimentul 1A  are un singur caz favorabil; 2A  are 2 cazuri favorabile; 3A  nu are
cazuri favorabile; 4A  are 3 cazuri favorabile; 5A  are 3 cazuri favorabile; 6A  are 4 cazuri
favorabile; 7A  are 6 cazuri favorabile din 6 cazuri posibile.

Elementele mulţimii evenimentelor posibile ale unui experiment aleator se numesc
evenimente elementare.

a) La aruncarea unui zar evenimentul 1A  este elementar.
Evenimentul „Apariţia unui număr impar” nu este elementar.

b) La aruncarea unei monede sunt două evenimente elementare: {apariţia stemei}, {apariţia
valorii}.

Evenimentele unui experiment aleator se consideră egal posibile, dacă se poate
afirma cu certitudine că fiecare are aceeaşi şansă de realizare.

1. Evenimentele 4A  şi 5A , la aruncarea zarului, sunt egal posibile.
2. La aruncarea zarului avem 6 evenimente egal posibile, referitoare la apariţia feţei cu 1, 2,

3, 4, 5 sau 6 puncte.

Noţiunea de evenimente egal posibile ne permite să comparăm două evenimente aleatoare
din punctul de vedere al şansei de realizare. De fapt, trăim în lumea experimentelor şi
evenimentelor aleatoare (întâmplătoare). De aceea este important să ştim dacă putem
găsi unele legităţi în lumea evenimentelor aleatoare. Putem oare determina şansa realizării
evenimentului aleator care ne interesează?

Răspunsuri la astfel de întrebări ne dă un compartiment important al matematicii care se
numeşte Teoria probabilităţilor.

 Reţineţi

 Exemple

 Exemple

 Observaţie

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Indicaţi câteva evenimente pentru experimentul:
a) Se ia la întâmplare un număr din mulţimea };100,90,80,70,60,50,40,30,20,10{
b) Se aruncă o monedă de trei ori;
c) Se încălzeşte apa până la temperatura de 100°C;
d) Se joacă o partidă de şah.
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2. Determinaţi şi scrieţi evenimentele elementare ale experimentului:
a) Se alege o zi a săptămânii;
b) Se alege şeful clasei din două candidaturi;
c) Se extrage la întâmplare o bilă dintr-o urnă ce conţine 10 bile albe numerotate cu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10;
d) Se extrage o bilă dintr-o urnă cu bile albe şi negre.

3.  Lucraţi în perechi!  Determinaţi care dintre evenimente este sigur, imposibil, aleator:

a) În anul 2029 populaţia Terrei va depăşi 8 miliarde de locuitori.
b) În anul 2030 în Republica Moldova se vor naşte 25000 de băieţi.
c) După miercuri urmează marţi.
d) Ziua de naştere a prietenului este pe 30 februarie.
e) După sâmbătă urmează duminică.
f) După octombrie urmează decembrie.

4.  Investigaţi!  Comparaţi şansa de producere a evenimentelor A şi B utilizând termenii „e mai posibil decât”,
„e mai puţin posibil decât”, „sunt egal posibile”.
a) Dimineaţa în care te trezeşti este a unei zile:

A = {obişnuite (de lucru)};     B = {de odihnă (de sărbătoare)}.
b) Echipa de fotbal a Republicii Moldova joacă cu echipa de fotbal a Braziliei:

A = {învinge echipa Republicii Moldova};     B = {învinge echipa Braziliei}.
c) Se aruncă un zar:

A = {apare faţa cu 6 puncte};     B = {apare o faţă care nu are 6 puncte}.
d) S-a dat testul la matematică:

A = {toţi elevii au luat nota 10};     B = {unii elevi au luat nota 10}.

5.  Investigaţi!  Se unesc la întâmplare trei puncte necoliniare.
Ce figuri geometrice se pot obţine?
Care este şansa să obţinem un triunghi?

6. Se aruncă simultan două zaruri şi se scrie suma punctelor obţinute.
Ţinând cont de rezultatele posibile, daţi câte două exemple de:
a) evenimente sigure;          b) evenimente imposibile;           c) evenimente aleatoare.

7. Formulaţi exemple de evenimente sigure, imposibile şi aleatoare din diverse discipline şcolare.

8. Daţi câte trei exemple de evenimente sigure, imposibile şi aleatoare ale experimentelor din diverse domenii.

9. Într-o urnă sunt 5 bile albe, 8 bile negre şi 10 bile roşii. Aflaţi numărul minim de bile ce trebuie extrase simultan la
întâmplare, astfel încât printre ele să fie:
a) două bile roşii;               b) trei bile negre;               c) o bilă albă;
d) două bile de culori diferite;               e) trei bile de culori diferite.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

M Q

P

10. Se aruncă simultan două zaruri. Determinaţi mulţimea ale cărei
elemente reprezintă evenimentul „Obţinerea sumei 6”.

11. Într-o secţie lucrează 8 bărbaţi şi 4 femei. Au fost alese la întâmplare
2 persoane. Care este şansa ca aceste persoane să fie bărbaţi?
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2.1. Defini\ia clasic= a probabilit=\ii

§ 2. No\iunea de probabilitate

1 1 1 1 1 Calculaţi şansa ca la o aruncare a unui zar să apară:
a) un punct; b) un număr de puncte divizibil cu 2;
c) un număr de puncte mai mic decât 5; d) 8 puncte.
Rezolvare:
a) Şansa ca la o aruncare a zarului să obţinem 1 punct este una din şase, sau ).6(1,06:1 =
b) La aruncarea zarului pot apărea 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte. Dintre aceste numere,

numai trei (2, 4 şi 6) se divid cu 2. Prin urmare, sunt 3 şanse din 6 ca numărul care apare să
se dividă cu 2, adică şansa este .5,06:3 =

c) Exact 4 numere posibile (1, 2, 3 şi 4) sunt mai mici decât 5. Deci, sunt 4 şanse din 6 ca
numărul de puncte care apar la aruncare să fie mai mic decât 5, adică şansa este ).6(,06:4 =

d) Deoarece nicio faţă a zarului nu are 8 puncte, şansa ca la o aruncare să apară
8 puncte este egală cu 0.

Se numeşte probabilitate a unui eveniment aleator A raportul dintre numărul m de
cazuri egal posibile favorabile lui A şi numărul n de cazuri egal posibile ale
experimentului.

 Cercetăm

 Definiţie

2 2 2 2 2 Calculaţi şansa ca la o aruncare a monedei să apară:
a) stema;  b) valoarea.

Rezolvare:
a) Şansa ca la o aruncare a monedei să apară stema este una din două sau

.5,02:1 =  Notăm .5,0)( =sP
b) Şansa ca la o aruncare a monedei să apară valoarea este, de asemenea,
una din două, adică .5,02:1 =  Notăm .5,0)( =vP

33333 Într-o urnă sunt 3 bile albe, 5 bile negre şi 4 bile roşii. Calculaţi şansa ca, extrăgând o bilă
la întâmplare, aceasta să fie:
a) albă;        b) neagră;        c) roşie.
Rezolvare:
a) Şansa să apară o bilă albă poate fi exprimată prin raportul dintre numărul bilelor albe

şi numărul tuturor bilelor: .25,04
1

12
3 ==

Notăm .25,0)( =aP
b) Dintre cele 12 bile din urnă, 5 sunt negre. Deci, şansa ca bila să fie neagră este

).6(41,012
5 =

Notăm ).6(41,0)( =nP

c) Şansa de a extrage o bilă roşie este ).3(,03
1

12
4 ==

Notăm ).3(,0)( =rP

Observăm că, pentru a calcula şansa de realizare a evenimentului respectiv, aflăm raportul
dintre numărul cazurilor favorabile evenimentului şi numărul cazurilor posibile ale experi-
mentului aleator corespunzător evenimentului cercetat. Numărul obţinut este numit proba-
bilitatea evenimentului aleator.
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Probabilitatea evenimentului A se notează P(A).
Conform definiţiei,

 .)( n
mAP =                                                         (1)

Formula (1) reprezintă definiţia clasică a probabilităţii.

1. Probabilitatea apariţiei „stemei” la aruncarea monedei este ,5,0)( =sP  iar proba-
bilitatea apariţiei „valorii” este ,5,0)( =vP  deoarece ,1=m  iar .2=n

2. Probabilitatea apariţiei feţei cu 4 puncte la aruncarea unui zar este ,6
1)4( =P  deoarece

,1=m  iar .6=n

Astfel, pentru evenimentul „Apariţia stemei”, ;50)( %=sP  pentru
evenimentul „Apariţia valorii”, .50)( %=vP

Probabilitatea se aplică pe larg în viaţă, în ştiinţă, în economie, în
sociologie etc. De exemplu, dacă la prognoza meteo s-a anunţat că
„mâine va ploua cu probabilitatea de 70%”, aceasta nu înseamnă că
obligatoriu va ploua, dar şansele sunt destul de mari. Ieşind din casă, ar
fi bine să luăm umbrela.

2.2. Propriet=\ile probabilit=\ii

1. Probabilitatea oricărui eveniment A satisface dubla inegalitate .1)(0 ≤≤ AP
2. Cu cât probabilitatea este mai mare, cu atât mai des se realizează evenimentul aleator

în cadrul probelor efectuate ale experimentului respectiv.

1 1 1 1 1 Calculaţi probabilitatea evenimentului:
a) A = {apariţia, la aruncarea zarului, a uneia dintre feţele cu 1, 2, 3, 4, 5 sau 6 puncte};
b) B = {apariţia a 9 puncte la aruncarea zarului};
c) C = {extragerea la întâmplare a bilei albe dintr-o urnă ce conţine 3 bile albe şi 7 bile

negre}.

Uneori, probabilitatea se exprimă în procente.

Din definiţia probabilităţii rezultă proprietăţile probabilităţii:
1° Probabilitatea evenimentului sigur E este 1. Deci, .1)( =EP

Într-adevăr, deoarece ,nm =  conform (1), obţinem .1)( == n
nEP

2° Probabilitatea evenimentului imposibil este 0. Deci, .0)( =∅P

Într-adevăr, deoarece ,0=m  conform (1), obţinem .00)( ==∅ nP

3° Probabilitatea unui eveniment aleator este un număr cuprins între 0 şi 1.
Într-adevăr, numărul m al cazurilor favorabile evenimentului aleator A satisface
dubla inegalitate ,0 nm <<  de unde .10 << n

m  Prin urmare, .1)(0 << AP

 Reţineţi

 Exemple

 Reţineţi

 Generalizăm

 Aplicăm
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2 2 2 2 2 Ordonaţi crescător probabilităţile obţinute.
Rezolvare:
1. a) Deoarece pentru evenimentul A numărul cazurilor favorabile este ,6=m  iar numărul

cazurilor posibile este ,6=n  obţinem .16
6)( === n

mAP

Aşadar, evenimentul A este un eveniment sigur şi probabilitatea lui este 1.
b) Evenimentul B este un eveniment imposibil şi probabilitatea lui P(B) este 0.
c) Deoarece în urnă sunt în total 1073 =+  (bile), numărul cazurilor favorabile evenimen-

tului C este ,3=m  iar numărul de cazuri posibile este .10=n  Atunci, === n
mCP )( .

Evenimentul C este un eveniment aleator, a cărui probabilitate este .

2. Ordonând crescător probabilităţile calculate, obţinem 13,00 <<  sau
).()()( APCPBP <<

De exemplu, evenimentele „Apariţia stemei” şi „Apariţia valorii” sunt echipro-
babile la aruncarea unei monede perfecte. Dacă însă vom arunca o monedă
deformată, aceste evenimente nu mai sunt echiprobabile şi probabilitatea fiecăruia
poate fi calculată numai prin probe.

Putem calcula probabilitatea evenimentelor fără a efectua experimente numai
dacă ştim cu certitudine că toate rezultatele posibile ale experimentului sunt
evenimente echiprobabile.

Evenimentele egal posibile se mai numesc evenimente echiprobabile. Probabilitatea
fiecăruia dintre evenimentele echiprobabile este una şi aceeaşi.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1.  Investigaţi!  Care este şansa ca la aruncarea unui zar să apară faţa cu numărul de puncte:

a) 6;               b) 0;               c) 10;               d) 3?

2. Într-un set de 20 de pătrate, numărul pătratelor roşii este egal cu numărul pătratelor albastre. Care este şansa de a
extrage un pătrat roşu? Dar un pătrat albastru?

3.  Lucraţi în perechi!  Calculaţi şansa ca la aruncarea unui zar să apară o faţă:

a) cu un număr mai mic decât 2; b) cu un număr mai mare decât 2;
c) cu un număr mai mic decât 3; d) cu un număr mai mic decât 6;
e) cu un număr mai mare decât 10.

4. Aflaţi probabilitatea extragerii unei bile albe dintr-o urnă ce conţine 15 bile albe.

5. Calculaţi probabilitatea obţinerii, la aruncarea zarului, a unui număr de puncte:
a) multiplu al lui 2;           b) multiplu al lui 3;           c) multiplu al lui 4;           d) multiplu al lui 1.

6. Care este probabilitatea că după duminică urmează luni?

 Reţineţi
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7. Într-o urnă sunt 4 bile albe, 5 bile negre şi 11 bile roşii.
Calculaţi probabilitatea ca bila extrasă  la întâmplare să fie:
a) albă;               b) neagră;               c) roşie.

8. Care este probabilitatea ca un peşte să vorbească?

9.  Investigaţi!  Aflaţi probabilitatea ca un număr natural nenul mai mic
decât 91, luat la întâmplare, să fie:
a) prim;                   b) par;                   c) impar.

10. Într-un coş sunt 3 perechi de mănuşi de diferite culori. Se iau la întâmplare
două mănuşi. Care este probabilitatea de a avea o pereche de mănuşi de aceeaşi
culoare?

11. O urnă conţine 5 bile albe, 6 bile roşii şi 7 bile verzi. Se extrage la întâmplare o
bilă. Care este probabilitatea că bila extrasă nu va fi albă.

15. Aflaţi probabilitatea ca un număr natural nenul mai mic decât 501, luat la întâmplare, să aibă suma cifrelor egală cu  13.

16. Într-o urnă sunt 50 de jetoane numerotate: 1, 2, 3, ..., 50.    Ordonaţi probabilităţile de producere a evenimentelor:
A = {extragerea unui număr prim cu 15};
B = {extragerea unui număr prim cu 25};
C = {extragerea unui număr prim cu 30}.

17. 1) Propuneţi 3 experimente cu:
a) evenimente echiprobabile;
b) evenimente care nu sunt echiprobabile.

2) Calculaţi probabilităţile evenimentelor de la punctul a).

18. Formulaţi şi rezolvaţi câte un exerciţiu asemănător cu exerciţiile 6, 7, 8, 10, 14.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

12. În clasa a IX-a învaţă 14 băieţi şi 17 fete. Pentru a fi de serviciu în
clasă, se alege la întâmplare un elev. Care este probabilitatea ca
acest elev să fie:
a) băiat;                  b) fată?

13. Într-o urnă sunt 6 bile albe, 5 bile galbene şi 13 bile verzi. Aflaţi numărul minim de bile ce trebuie extrase simultan, la
întâmplare, astfel încât printre ele să se afle:
a) două bile verzi;     b) două bile albe;     c) două bile galbene;     d) două bile de culori diferite.

14. Într-o urnă sunt 30 de bile numerotate: 1, 2, 3, ..., 30. Ordonaţi probabilităţile de realizare a evenimentelor:
A = {extragerea unei bile, al cărei număr împărţit la 5 dă restul 1};
B = {extragerea unei bile cu numărul un pătrat perfect}.

19.  Lucraţi în grup!    Proiect.  Aplicaţii ale probabilităţilor în diverse domenii.
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§ 3. Elemente de statistic= matematic=

• Elevii clasei a IX-a au obţinut la testul de matematică următoarele rezultate: două note
de 3, o notă de 4, şapte note de 5, patru note de 6, cinci note de 7, trei note de 8, patru

Statistica matematică este ştiinţa care se ocupă de colectarea, înregistrarea, prelu-
crarea, analiza şi interpretarea datelor referitoare la un anumit fenomen (din acti-
vitatea economică şi viaţa socială, din fizică, biologie, meteorologie, agricultură etc.).

Orice mulţime care formează obiectul unei analize statistice se numeşte populaţie
statistică. Numărul elementelor populaţiei statistice se numeşte volumul populaţiei.
Fiecare element al populaţiei statistice este numit unitate statistică (sau individ).
Trăsătura comună a tuturor unităţilor statistice (indivizilor) este numită caracteristică
statistică.
Caracteristica ce poate fi măsurată (nota, vârsta, înălţimea, volumul etc.) se numeşte
caracteristică cantitativă (numerică).
Caracteristica ce nu poate fi măsurată (culoarea ochilor, preferinţele etc.) se
numeşte caracteristică calitativă.
Caracteristica ce poate lua numai valori izolate dintr-o mulţime de valori se numeşte
caracteristică discretă (nota, numărul de elevi şi eleve în clasă etc.).
Caracteristica ce poate lua orice valoare dintr-un interval numeric se numeşte
caracteristică continuă (înălţimea, volumul, aria etc.).

Nota 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frecvenţa 0 0 2 1 7 4 5 3 4 2

Fig. 1

 Investigăm

 Reţineţi

 Definiţii

Populaţia Elevii unei
clase

Autovehiculele dintr-o
întreprindere

Colaboratorii
unei firme

Elevii unei
clase

Colaboratorii
unei firme

Caracteristica Nota la testul
de matematică Durata de funcţionare VârstaCuloarea

ochilor Greutatea

 Exemple

Caracteristicile nota la testul de matematică, durata de funcţionare, vârsta, greutatea
sunt de natură cantitativă, iar caracteristica culoarea ochilor este de natură calitativă.

1 1 1 1 1 Identificaţi în problema rezolvată de mai sus: a) populaţia statistică;
b) unităţile statistice;
c) caracteristica şi tipul caracteristicii.

Rezolvare:
a) Populaţia statistică este mulţimea elevilor din clasă.
b) Fiecare elev al clasei este o unitate statistică.
c) Caracteristica este nota obţinută la test şi este o caracteristică discretă.

note de 9 şi două note de 10. Înregistraţi aceste date într-un tabel.
Rezolvare:
Tabelul alăturat conţine re-

zultatele obţinute de elevii clasei
a IX-a la testul de matematică.

Spunem că am realizat o ana-
liză statistică, am colectat şi am
înregistrat date.
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2 2 2 2 2 Reprezentaţi printr-un grafic cu bare rezultatele
obţinute la testul de matematică din exemplul
de mai sus.
Rezolvare:
Reprezentarea grafică este dată în figura 2.

Rezultatele obţinute la o analiză statistică pot fi reprezentate într-un tabel (tabelul de
date statistice (fig. 1)) sau cu ajutorul graficelor şi diagramelor (grafice cu bare, diagrame
prin cercuri, diagrame prin pătrate, diagrame structurale (cerc de structură, pătrat)
etc.).

De exemplu, în figura 3 (cerc de structură) este reprezentată structura unei suprafeţe,
ca mod de folosire a terenului, dintr-o asociaţie agricolă.

Figura 4 (diagramă prin pătrate) ilustrează modificarea numărului de cărţi dintr-o bibliotecă
într-o perioadă de timp.

Producţia semestrială (anuală, lunară, săptămânală, zilnică) a unei întreprinderi  poate fi
reprezentată sub forma unui grafic, numit graficul producţiei (fig. 5).

O problemă importantă a trasării graficelor la o analiză statistică este păstrarea
proporţiilor, prezentarea corectă a tuturor datelor.

Fig. 2
Nota

Numărul de note

1

1
2
3
4
5
6
7

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 3

Teren arabil
53,5%

Vii şi livezi

15,4%
Păşuni
16,2%

Fâneţe10,2%

Păduri
4,7%

Fig. 4

7004

5058

3086

1005 2009

2010

2011

2012

Fig. 5

Luna

Mii bucăţi

1

10
20
30
40
50
60

2 3 4 5 6

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. S-a efectuat o analiză statistică a situaţiei frecventării lecţiilor de către elevii claselor V–IX în luna noiembrie şi s-au
obţinut următoarele rezultate: în clasa a V-a A – 10 absenţe, în a V-a B – 8 absenţe, în a VI-a A – 4 absenţe, în a VI-a B
– 2 absenţe, în a VII-a –14 absenţe, în a VIII-a – 7 absenţe, în a IX-a A – 8 absenţe, în a IX-a B – 3 absenţe.
a) Identificaţi: populaţia statistică, unităţile statistice, caracteristica şi tipul caracteristicii.
b) Reprezentaţi rezultatele obţinute:

1) într-un tabel;          2) printr-un grafic cu bare.

2.  Investigaţi!  Înregistraţi datele statistice referitoare la înălţimea elevilor din clasa voastră.
a) Precizaţi care este: populaţia statistică, unităţile statistice (indivizii) şi caracteristica statistică.
b) Reprezentaţi prin tabelul de date statistice şi prin graficul cu bare rezultatele obţinute.

 Reţineţi
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   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

3. Reprezentaţi cu ajutorul unui cerc de structură numărul de băieţi şi numărul
de fete din clasa voastră.

4. Reprezentaţi cu ajutorul unei diagrame prin pătrate suprafaţa continentelor
(găsiţi datele în manualul de geografie).

7.  Investigaţi!  Realizaţi o analiză statistică a unor evenimente (experimente) sociale, economice etc. Colectaţi,
înregistraţi şi reprezentaţi datele printr-un tabel, grafic sau printr-o diagramă.

8.  Lucraţi individual! Investigaţie.  Evenimentele în viaţa mea.

§ 4. Elemente de calcul financiar

În diverse situaţii se discută despre situaţia financiară în familie, în stat, la firmă etc. Se
utilizează termenii: procente, dobândă, TVA, preţ, credit, buget. Ce înseamnă aceşti termeni,
când şi cum îi putem utiliza?

4.1. Procente

• Raportul de forma 
100

p  (se mai scrie p%) se numeşte raport procentual.

• Un procent (1%) este o sutime (a suta parte).

.100
25%25,100

1%1;100% === pp
• .100

100%1001 ==

 Ne amintim

 Reţineţi 1. Pentru a afla câte procente (p) reprezintă un număr n dintr-un alt număr m, înmulţim

valoarea raportului m
n  cu 100%:   %100% ⋅= m

np .                                      (1)

2. Pentru a afla p% dintr-un număr dat n calculăm numărul:

.100 npm ⋅=                                               (2)

3. Pentru a afla numărul, ştiind că m reprezintă p% din el calculăm numărul:

.100 mpn ⋅=                                                 (3)

Procent – pro centum
(lat.) – împărţit la o sută.

0,1 % = 1 ‰
1000

1=  –
se citeşte „o promilă”.

 Observaţie Procentele se utilizează, de regulă, în business, operaţii bancare,
financiare etc.
Promilele se utilizează în domeniile unde sunt necesare calcule,
cu exactitate sporită. De exemplu, în industria farmaceutică.

5. Reprezentaţi printr-un grafic cu bare mulţimea elevilor şi elevelor din şcoala voastră repartizaţi pe clase.

6. Miniproect. Înregistraţi temperatura aerului în cursul zilei de duminică, din oră în oră. Treceţi datele obţinute într-un
grafic.
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 Aplicăm 1 1 1 1 1 În clasa a IX-a învaţă 12 fete, ceea ce constituie 48% din numărul total de elevi şi eleve
ai acestei clase. Aflaţi câţi elevi şi eleve învaţă în clasă.
Rezolvare:

Aplicăm formula (3) şi obţinem: 251248
100 =⋅=n .

Răspuns: 25 de elevi şi eleve.

22222 Preţul unui produs a scăzut cu 10% şi după o lună noul preţ a scăzut cu 20%. După cele
două modificări de preţ produsul costă 207 lei. Aflaţi preţul iniţial al produsului.
Rezolvare:

Fie x – preţul iniţial. După prima modificare preţul va fi xxx 9,0100
10 =⋅−  (lei). Iar după

modificarea a doua preţul va fi xxxxx 72,09,08,0)2,01(9,0)9,0(2,09,0 =⋅⋅=−=⋅−  (lei).
Conform condiţiei după cele două modificări vom avea: .20772,0 =x
Deci 5,28772,0:207 ==x  (lei).

Răspuns: 287,5 lei.

4.2. Dobânzi
Procentele au o aplicare extinsă în domeniul financiar. Inclusiv pentru determinarea mărimii

dobânzei.

• Dobânda este suma de bani care trebuie achitată pentru folosirea unei sume de
bani (numită şi capital) împrumutată sau depusă la bancă.

• Rata dobânzei este raportul procentual dintre dobândă (de regulă, obţinută în
timp de 1 an) şi suma (capitalul) împrumutată sau depusă la bancă.

 Reţineţi

 Exemplu Dacă 1000 000 lei, depuşi pentru un an, generează o dobândă de 125000 lei, atunci rata
anuală a dobânzii este 12,5%. Acesteia îi corespunde o rată lunară a dobânzii de %,12

5,12

adică 1,04%.

 Reţineţi Relaţia dintre dobândă, timpul de plasament şi rata dobânzii depinde de tipul de
plasament ales.
Există plasamente cu dobândă simplă şi dobândă compusă.

 Aplicăm • O persoană depune la bancă suma de 15000 lei, în plasament cu dobândă simplă, cu o
rată anuală de 11%. Ce sumă va avea persoana peste 3 ani?
Rezolvare:
Suma (capitalul) depus este 150000 =S  lei, iar rata anuală a dobânzii este %.11=p

Atunci dobânda este 165011100
15000

1000 =⋅=⋅= pSD  (lei). Deci suma, peste un an, va fi

166501650150001000001 =+=⋅+=+= pSSDSS  (lei).

Peste doi ani suma va fi 1830010022 00002 =⋅+=+=++= pSSDSDDSS  (lei). Iar

peste trei ani 1995010033 00003 =⋅+=+=+++= pSSDSDDDSS  (lei).

Răspuns: 19950 lei.
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 Generalizăm În cazul plasării sumei 0S  cu dobândă simplă, având rata anuală p%, după n ani dobânda

va fi  ,1000
pnSDnDn ⋅⋅=⋅=   iar suma obţinută va fi  .,10010

∗∈⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅+= NnpnSSn

O sumă de bani este plasată în regim de dobândă compusă atunci când la sfârşitul
primei perioade a plasamentului, dobânda simplă generată de sumă este adăugată la
suma iniţială pentru a produce la rândul ei dobândă în perioada următoare.

 Reţineţi

Fie 0S  – suma iniţială plasată cu dobândă compusă pe o perioadă de n ani, iar p%  –
aceeaşi rată a dobânzii pentru fiecare perioadă. Deci, după un an dobânda obţinută este

.10001
pSD ⋅=  Această dobândă se adaugă la suma iniţială ,0S  astfel că suma

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=+=+= 1001100 000101

pSpSSDSS  devine suma (capitalul) care va produce dobândă
în al doilea an.

Dobânda obţinută după doi ani este ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅=⋅= 1001100100 012

ppSpSD  care se adaugă la
capitalul existent ,1S  astfel încât suma

2

000212 100110011001001 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=+= pSppSpSDSS

devine capitalul care va produce dobândă în al treilea an.

După n ani dobânda obţinută va fi  
1

0 1001100

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅=

n

n
ppSD  , iar suma totală va fi

.10010

n

n
pSS ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

Calculaţi dobânda şi suma obţinută după doi ani prin plasarea cu dobânda compusă a
200 000 lei, cu rata anuală 9%.

Rezolvare:
Avem .100

9%9,2,2000000 ==== pnS

Atunci 19620109180100
9100

100
92000001001100

12

02 =⋅=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +⋅⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅⋅=

−ppSD  (lei).

Suma totală va fi 23762010000
11881200000100

912000001001
22

02 =⋅=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ +⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅= pSS  (lei).

Răspuns: Dobânda – 19620 lei; suma totală – 237 620 lei.

 Aplicăm

4.3. TVA, pre\uri
La procurarea produselor, bunurilor etc. ne interesează atât calitatea acestora, cât şi

preţurile de vânzare.

 Reţineţi
• Preţul de producţie (de cost) este preţul care reflectă totalitatea cheltuielilor

pentru producerea unui produs (bun): cheltuielile legate de forţa de muncă,
mijloacele de producţie (materie primă, energie, inchirierea spaţiului, utilaj etc.),
cheltuielile de desfacere.

• TVA, sau taxa pe valoarea adăugată, reprezintă un venit (impozit) la bugetul de
stat, plătit de consumatorii de bunuri şi servicii. În bugetul statului se transferă
taxele pentru valorile adăugate de fiecare proprietar. Aceste taxe se adaugă de
fiecare dată la preţul de vânzare şi sunt achitate în final de consumatori.
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TVA se calculează din mărimea venitului pe care vrea să-l încaseze proprietarul
bunului (produsului).

• Cota de impozitare (procentul TVA) este fixă şi unică pe o anumită perioadă
stabilită de stat. De exemplu, in Republica Moldova cota standard este de 20 %,
iar cota impozitului pe venit este de 12 % din venitul anual impozabil, dar poate
varia în funcţie de anumite categorii de venituri în conformitate cu prevederile
Codului fiscal.

• Preţul de vânzare = Preţul de producţie + TVA.

Preţul de vânzare al unui produs este de 640,5 lei. Ştiind că procentul TVA este de 20 %,
determinaţi preţul de producţie al produsului.

Rezolvare:

Fie x lei – preţul iniţial. Atunci .5,640100
20 =+ xx  Deci ,5,6402,1 =x  iar .75,533=x

Răspuns: 533,75 lei.

 Aplicăm

Pentru a evita problemele financiare referitoare la lipsa de bani se recomandă ca fiecare
familie, fiecare persoană să ţină evidenţa banilor, să-şi planifice cheltuielile şi posibilele venituri.
• Bugetul familiei (sau bugetul personal) este un plan (proiect) privind veniturile şi

cheltuielile familiei (sau personale) pentru o perioadă de timp (de regulă, an sau lună).

Bugetul trebuie să fie elaborat astfel încat să prevadă cheltuielile obligatorii (alimente,
îmbrăcăminte, transport, taxe etc.) şi acumulări pentru cheltuieli neprevăzute.

4.4. Buget, credite

 Reţineţi Bugetul reprezintă o evidenţă a veniturilor şi cheltuielilor unei ţări, a unei firme, a unei
familii, a unei persoane.

 Reţineţi Sfaturi utile pentru a cheltui inteligent
– Planificaţi cumpărăturile.
– Fiţi atenţi la calitate.
– Comparaţi preţurile şi magazinele.
– Urmăriţi şi utilizaţi reducerile.
– Negociaţi preţul, dacă e posibil.

– Citiţi şi analizaţi anunţurile publicitare.
– Luaţi în consideraţie garanţia şi posibili-

tăţile de reparaţie.
– Căutaţi lucruri reciclabile.

 Exemple 1. Dinu este student. El şi-a elaborat următorul buget pentru luna aprilie:

Cheltuieli
1. Transport 100 lei
2. Chirie 700 lei
3. Internet 300 lei
4. Produse alimentare 1300 lei
5. Divertisment 250 lei

Total 2650 lei

Venituri
1. Bursă 800 lei
2. Rezervă 500 lei
3. Ajutor de la părinţi 1400 lei

Total 2700 lei
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2. Familia Lucescu are următorul buget lunar:

Venituri
1. Salarii 18400 lei
2. Pensii 7250 lei
3. Dobânda din depozite 300 lei

Total 25950 lei

Cheltuieli
1. Intreţinere apartament 2360 lei
2. Abonament TV, internet 270 lei
3. Produse alimentare 8400 lei
4. Transport/carburanţi 2600 lei
5. Produse nealimentare 2500 lei
6. Divertisment (cinema, teatru, excursii etc.) 1000 lei
7. Cheltuieli neprevăzute 2200 lei

Total 19330 lei

 Reţineţi Orice eveniment cultural, familial, religios etc. se organizează şi se desfăşoară având
la bază un buget format raţional.

O sursă de majorare temporară a veniturilor, în caz de necesitate, este creditul (împru-
mutul). Prin credit se inţelege o sumă de bani luată cu împrumut, care urmează a fi restituită
însoţită de o dobândă. Acţiunea de acordare a unui credit se numeşte creditare.

Persoana (agentul financiar) care acordă împrumut se numeşte creditor, suma
împrumutată se numeşte credit, iar persoana (agentul economic) care ia creditul se numeşte
debitor.

Restituirea creditului se numeşte rambursare, iar termenul până la care trebuie de
rambursat creditul se numeşte scadenţă.

Sunt diverse tipuri de credite: credite bancare, comerciale, bugetare; credite pe termen
scurt (până la 1 an), pe termen mediu (1–5 ani), pe termen lung (peste 5 ani); credite
interne, credite internaţionale ş.a.

Rambursarea creditului se poate face printr-o singură tranşă sau eşalonat în câteva
tranşe.

O bancă a acordat unui antreprenor un credit de 50 000 de lei pe o perioadă de 2 ani în regim
de dobândă simplă, cu rata anuală a dobânzii de 15 %. Aflaţi suma pe care o va restitui
antreprenorul la sfarşitul termenului (scadenţă).

Rezolvare:
Conform condiţiei problemei avem 500000 =S  lei, ,2=n  iar %.15=p

Atunci, suma totală va fi 65000100
13050000100

2102 =⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅= pSS  (lei).

Răspuns: 65000 lei.

 Aplicăm

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. O firmă agricolă are de arat 720 ha. Într-o primă etapă s-au arat 144 ha. Câte procente din întreaga suprafaţă au fost
arate?

2. 22 % din suma de bani constituie 1650 lei. Aflaţi suma iniţială.

3. La sfârşitul anului şcolar 26 % din numărul de elevi ai unui gimnaziu sunt absolvenţi. Determinaţi câţi elevi a avut
gimnaziul, dacă au mai rămas 370 elevi.
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4. Determinaţi ce dobândă simplă aduce un capital de 74 000 lei pe o perioadă de 1 an, dacă rata dobânzii este de 16 %.

5. O persoană depune la bancă suma de 160 000 lei în plasament cu dobânda simplă pe 2 ani şi obţine dobânda de
17 600 lei. Aflaţi rata dobânzii.

6.  Lucraţi în perechi!  Se plasează în regim de dobânda compusă suma de 12 milioane de lei cu o rată a dobânzii de
10 %. Calculaţi dobânda rezultată peste 5 ani.

7. Determinaţi care este rata dobânzii pentru ca o sumă plasată în regim de dobândă compusă să crească cu 44 % în doi ani.

8. Aflaţi preţul de vânzare al unei mărfi care costă 4 800 de lei fără TVA, când procentul TVA este de 24 %.

9. Care este preţul de vânzare al unui televizor, dacă cheltuielile de producţie sunt de 8 250 de lei, iar procentul TVA este
de 20 %.

10.  Lucraţi în grup!  Copiaţi şi completaţi următorul tabel privind calculul taxei pe valoare adăugată .

a) Determinaţi suma totală a cheltuielilor.
b) Va fi suficientă suma veniturilor pentru a acoperi cheltuielile necesare?

13. Elaboraţi bugetul personal pentru luna martie.

14.  Investigaţi!  Discutaţi cu părinţii şi elaboraţi bugetul familiei pentru o lună de iarnă.

15. O persoană ia un credit în sumă de 1 000 u.m. (unităţi monetare) în regim de dobândă simplă pe un termen de 2 ani cu
procentul 10 %. Aflaţi ce sumă trebuie să restituie debitorul.

16. O bancă a acordat unui antreprenor un credit de 12 000 u.m. pe o perioadă de 2,5 ani în regim de dobândă simplă, cu
rata anuală a dobânzii de 15 %. Determinaţi ce sumă va primi banca la sfarşitul acestui termen.

Venituri

1. Salarii 9350 lei
2. Pensii 3400 lei

Total 12750 lei

12. Bugetul lunar al familiei Pâslaru este:

11. La magazin s-a eliberat bonul de plată. Determinaţi dacă s-a calculat corect în lei TVA-ul.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

17. În biblioteca şcolară sunt 16 400 de cărţi, dintre care 7 380 sunt manuale, iar 25 % din rest sunt culegeri de poezii.
a) Câte procente reprezintă manualele?
b) Câte culegeri de poezii sunt?
c) Câte procente din totalul cărţilor reprezintă celelalte cărţi?

Cheltuieli
1. Taxe comunale 30% din venituri
2. Abonament TV, internet 200 lei
3. Produse alimentare 45% din venituri
4. Transport/carburanţi 700 lei
5. Rechizite şcolare 350 lei

Total ? lei

Produsul Preţ cumpărare
fără TVA

Preţ cumpărare
cu TVATVA (20%)

I
II
III

 2000

 12 300
 8 000
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18.  Lucraţi în perechi!O familie preconizează sa procure un frigider la preţul de 9 500 de lei. Cu ocazia evenimentului
Vinerea neagră magazinul oferă reduceri de 11 %.
a) Ce sumă a economisit familia?            b) La ce preţ a cumpărat frigiderul?

19.  Lucraţi în grup!  O bancă comercială are afişată oferta de dobânzi (în %) la expirarea termenului în tabelul
următor:

Valuta
USD ($)

1 lună
3 luni
6 luni

12,50
Timp Lei Euro Lei, sume mai mari de 25 mln.

1 an

2,20 3,20 15,00
13,50 2,25 3,30 16,00
14,50 2,30 3,40 16,50

14,75 2,50 4,00 17,50

Calculaţi dobânzile aferente sumelor: 1) 2 500 $;     2) 300 euro;    3) 5 mln lei;    4) 35 mln lei pe termenele:
a) 1 lună;    b) 3 luni;    c) 6 luni;    d) 1 an.

20. O sumă de 100 mln de lei e depusă la bancă pe termen de 3 ani în regim de dobândă compusă cu o rată a dobânzii de
14,5 %.
a) Care va fi suma depozitului la termenul scădent?               b) Ce dobândă va genera acest depozit?

21. Un capital de 2,5 mln de lei este plasat în regim de dobândă simplă pe o perioadă de 2 ani cu rata dobânzii de 12 %.
a) Ce dobândă va genera acest depozit la finalul plasamentului?
b)  Care va fi suma depozitului la finalul plasamentului?

22.  Lucraţi în perechi!  Intr-un magazin, o maşină de spălat are afişat preţul de 8 240 de lei şi lângă acest preţ e scris
TVA = 1 648 lei.
a) Determinaţi procentul TVA.           b) Aflaţi care este preţul de cost (producţie).

23. Preţul de vânzare al unui produs este de 5 280 de lei. Acest preţ este format din preţul de producţie, adaosul comercial
şi TVA-ul. Se ştie că adaosul comercial reprezintă 14 % din preţul de producţie, iar TVA-ul reprezintă 18 % din preţul
de producţie. Determinaţi preţul de producţie.

24. Unei firme i se acordă un credit de 20 mln lei pe un termen de 2 ani în regim de dobândă compusă. Creditul şi dobânda
totalizează la sfârşitul celor 2 ani 23 328 000 lei. Determinaţi ce procent de dobândă s-a aplicat.

25. Suma de 100 000 lei este împrumutată de către un fermier în regim de dobândă simplă astfel: 2 ani cu procentul de 12 %,
3 luni cu 15 % şi 9 zile cu 20 %. Aflaţi suma finală care trebuie sa fie rambursată de către debitor.
Observaţie: Anul financiar este considerat de 360 de zile.

26. O familie elaborează bugetul pentru Revelion. Suma
preconizată este de 6 500 de lei.
a) Utilizând datele din imagine, completaţi tabelul astfel
încât cheltuielile să se încadreze în suma preconizată.

Cheltuieli
1. Cadouri copiilor
2. Produse alimentare
3. Fructe
4. Dulciuri/tort
5. Artificii

Total

b) Elaboraţi bugetul similar pentru sărbătoarea de Revelion în familia voastră.
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Exerci\ii [i probleme recapitulative
Fix=m cuno[tin\ele

1.  Investigaţi!  Într-o cutie sunt bomboane cu ambalaje roşii, galbene şi verzi:
jumătate sunt în ambalaj de culoare roşie, o treime – de culoare galbenă, iar celelalte
– de culoare verde. Care dintre aceste culori este mai puţin probabilă la extragerea la
întâmplare a unei bomboane din cutie?

9. Aflaţi probabilitatea ca un număr natural nenul, mai mic decât 151, luat la întâmplare, să fie:
a) o putere cu exponent natural mai mare decât 1;        b) un pătrat perfect.

   Form=m abilit=\ile [i aplic=m

2. Fie o urnă cu 12 jetoane de aceeaşi formă numerotate cu 1, 2, 3, ..., 12 şi experienţa aleatoare care constă în extragerea
unui jeton. Enumeraţi evenimentele elementare ale acestui experiment.

3. Într-un pachet sunt 7 mere verzi şi 14 mere roşii. Care este probabilitatea ca, extrăgând un măr la întâmplare, acesta să
fie:    a) verde;                      b) roşu?

4. Feţele unui cub sunt colorate în roşu şi galben. Probabilitatea apariţiei feţei galbene la aruncarea cubului este ,6
1  iar a

feţei roşii – .6
5  Câte feţe galbene şi câte feţe roşii are cubul?

5.  Lucraţi în perechi!  Fie o urnă cu 10 bile numerotate cu 1, 2, 3, ..., 10 şi experimentul aleator care constă în
extragerea unei bile. Aflaţi probabilitatea extragerii unei bile cu un număr:
a) prim; b) par; c) impar;
d) mai mare decât 4; e) mai mic decât 7; f) mai mare decât 11;
g) mai mic decât 11; h) care se divide cu 3.

6. Un capital de 25 mln. lei este plasat în regim de dobândă simplă pe o perioadă de: 1) 1 an; 2) 3 ani, cu rata dobânzii
de 20%.
a) Aflaţi ce dobândă generează acest capital pe perioada plasamentului.
b) Cât ar trebui să fie rata dobânzii pentru ca acest capital să aducă în 2 ani o dobândă egală cu cea obţinută după 3 ani.

7. Ce procent de dobândă are o operaţiune bancară dacă un capital iniţial de 60000 u.m. va determina un capital final de
67200 u. m. după un an?

8. Într-un magazin un frigider are afişat preţul de 14400 lei inclusiv TVA – 20%. Aflaţi preţul  de producţie a acestui frigider.

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

27. În urmă cu 2 ani şi 3 luni o persoană a împrumutat 10 000 lei în regim de dobândă compusă calculată anual. În cei
3 ani procentele privind dobânda au fost de 15 %, 17 % şi 20 %. Determinaţi ce sumă trebuie acum să plătească
persoana şi care a fost dobânda aferentă.

28. O persoană fizică işi propune ca peste 5 ani să dispună de un depozit la bancă de 210 mln de lei. Determinaţi ce sumă
trebuie să depună persoana în prezent pentru ca în condiţiile unei dobânzi compuse cu rata anuală de 20 % să dispună
peste 5 ani de suma dorită.

29.  Lucraţi în grup!    Proiect.  Finanţele în viaţa mea.

30.  Lucraţi individual!        Proiect.  Bugetul familial şi bugetul personal.
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20.  Investigaţi!  Doru câştigă la un joc dacă bila extrasă din urnă este albă. Determinaţi ce urnă este mai convenabil
să aleagă Doru pentru ca probabilitatea câştigului să fie mai mare:
a) cea cu 12 bile albe din 38;
b) cea cu 45 bile albe din 105;
c) cea cu 18 bile albe şi 54 roşii;
d) cea cu acelaşi număr de bile albe, roşii şi negre.

21. Într-o urnă se află bile pe care sunt scrise numerele de trei cifre formate cu cifrele 5, 6 şi 7. Aflaţi probabilitatea extragerii
unei bile pe care să fie scris un număr care începe cu cifra 5.

22. Se aruncă o monedă de 3 ori. Care este probabilitatea ca:
a) stema să apară de două ori;
b) stema să apară cel puţin o dată?

23. Un investitor poate plasa un capital de 10 mln. de lei într-o bancă la 40% pe an sau se poate învesti într-o producţie cu
o eficienţă aşteptată de 150%. Pierderile de producţie sunt descrise printr-o funcţie pătratică definită prin formula

,05,0)( 2xxf =  unde x este valoarea capitalului investit în lei. Profitul este impozitat la p%. Aflaţi pentru care valori ale
lui p investiţia în producţie va fi o alocare mai profitabilă a capitalului.

10. Într-o ladă sunt 150 de piese. Se ştie că 2% din ele sunt defectate. Aflaţi probabilitatea că o piesă extrasă la întâmplare
nu va fi defectată.

11. Dintr-un pachet de 36 de cărţi de joc se extrage la întâmplare o carte. Aflaţi probabilitatea că s-a extras un as.

12. Aflaţi probabilitatea ca un număr natural mai mic decât 121, luat la întâmplare, să aibă suma cifrelor egală cu 9.

13. Într-un pachet sunt 6 mere roşii şi 12 mere verzi. Ce număr minim de mere trebuie extrase
din pachet pentru a fi siguri că cel puţin un măr este roşu?

14.  Lucraţi în perechi!  Determinaţi dacă sunt echiprobabile evenimentele:
a) A = {din 30 de bilete numerotate (1, 2, 3,..., 30), se extrage la întâmplare biletul cu numărul 2};
B = {din 30 de bilete numerotate (1, 2, 3, ..., 30), se extrage la întâmplare biletul cu numărul 20}.
b) A = {câştig la loterie};      B = {nu câştig la loterie}.

15. Creditul de 100 mln. de lei este plasat în regim de dobândă simplă, cu o rată a dobânzii de 10%. Determinaţi pe ce
perioadă de timp este făcut plasamentul dacă la termenul scadent se obţine o dobândă de 5 mln. de lei.

16. Ce procent de dobândă are o operaţiune bancară dacă un capital iniţial de 20 mln. de lei va determina un capital final
de 216 mln. de lei.

17. Preţul de vânzare a unui produs este de 6600 lei. Acest preţ este format din preţul de producţie, adaosul comercial şi
TVA-ul. Se ştie că adaosul comercial reprezintă 12% din preţul de producţie, iar TVA-ul – 20% din preţul de producţie.
Determinaţi preţul de producţie.

18. Suma de 2000 u.m. este împrumută în regim de dobândă simplă astfel: 1 an cu procentul de 20%, 5 luni cu 15% şi 15 zile
cu 25%. Aflaţi dobânda aferenţă şi suma finală.

19. O persoană fizică contractează un credit în sumă de 8000 u.m. pe un termen de 2 ani. Determinaţi, ce sumă va restitui
debitorul dacă:
a) rata anuală a dobânzii simple este de 16%;
b) rata anuală a dobânzii compuse, cu capitalizare anuală este de 14%.

    Dezvolt=m abilit=\ile [i cre=m

24.  Lucraţi individual!       Proiect.   Statistica în profesiile părinţilor.
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Varianta I

1. Într-un coş sunt 3 mere roşii şi 1 măr galben.
Fie evenimentele:

{1 =A extragerea unui măr roşu},
{2 =A extragerea unui măr galben}.

Completaţi casetele:

a) =)( 1AP ;     b) =)( 2AP .

2. La o loterie sunt 20 de bilete câştigătoare şi 360 de
bilete necâştigătoare. Laura a cumpărat un bilet de
loterie. Care este probabilitatea ca biletul să fie
câştigător?

3. Feţele unui cub au fost colorate în albastru şi galben.
Probabilitatea apariţiei feţei albastre la aruncarea

cubului este ,3
1  iar a feţei galbene – .3

2  Câte feţe

albastre şi câte feţe galbene are cubul?

4. Preţul de vânzare a unui produs este de 2400 lei şi este
obţinut prin aplicarea TVA-ului de 20% la preţul de
producţie. Determinaţi preţul de producţie.

5. O persoană a depus la bancă suma de 4000 lei în regim
de dobândă simplă. Ce sumă a primit după 2 ani, ştiind
că rata dobânzii a fost de 8%?

6. În cercul de structură este reprezentată structura repar-
tizării cărţilor într-o bibliotecă şcolară:

a) Câte procente din numărul total reprezintă cărţile de
matematică?
b) Câte cărţi sunt în bibliotecă, ştiind că erau 240 cărţi
de matematică?

Test sumativ

Varianta II

1. Într-o urnă se află o bilă albă şi două bile roşii.
Fie evenimentele:

{1 =A extragerea unei bile albe},
{2 =A extragerea unei bile roşii}.

Completaţi casetele:

a) =)( 1AP ;     b) =)( 2AP .

2. La o loterie sunt 200 de bilete, dintre care 15 câştigă-
toare. Care este probabilitatea ca biletul cumpărat de
Nicu să nu fie câştigător?

3. Feţele unui cub au fost colorate în maro şi verde.
Probabilitatea apariţiei feţei maro la aruncarea cubului

este ,3
2  iar a feţei verzi – .3

1  Câte feţe maro şi câte feţe

verzi are cubul?

4. Preţul de vânzare a unui produs este de 1800 lei şi este
obţinut prin aplicarea TVA-ului de 20%. Determinaţi
preţul de producţie.

5. O persoană a depus la bancă suma de 6000 lei în regim
de dobândă simplă. Ce sumă a primit după 2 ani, ştiind
că rata dobânzii a fost de 10%?

6. În cercul de structură este reprezentată structura
repartizării mărfii într-un depozit:

a) Câte procente din numărul total reprezintă cuptoa-
rele de unde?
b) Câte unităţi de marfă sunt în depozit, ştiind că sunt
150 cuptoare de unde?

Timp efectiv de lucru:45 de minute

manuale
65%

romane
20%

10%

dicţionare
cărţi de

matematică

televizoare
45%

maşini
de spălat

20%
10%

plite electrice

frigidere
20%

cuptoare de
unde
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§1. Recapitulare [i complet=ri

Geometria este cea mai frumoasă formă a matematicii.
Proclus

Capitolul

CerculCercul11

1.1. Elementele cercului. Propriet=\i de baz=

• Amintiţi-vă definiţia figurilor congruente şi stabiliţi care dintre următoarele cercuri
sunt congruente: ),cm3,(1 =rAC ),cm4,(2 =rBC ),cm4,(3 =rAC ).cm3,(4 =rBC

Fie r un număr real pozitiv şi O un punct din plan. Cercul de centru O şi rază
r este mulţimea punctelor din plan situate la distanţa r de punctul O (fig. 1).
Notăm: ).,( rO C
Fie ).,( rOA C∈  De asemenea, numim rază seg-
mentul ce uneşte centrul cercului cu un punct al lui.
Segmentul ale cărui extremităţi sunt puncte ale cer-
cului se numeşte coardă. Coarda care conţine
centrul cercului se numeşte diametru al cercului.
Punctele A şi B se numesc diametral opuse, dacă

][AB  este diametru.

1 1 1 1 1 Stabiliţi ce figură defineşte mulţimea:
a) punctelor egal depărtate de extremităţile unui segment dat;
b) punctelor situate la distanţa de 5 cm de un punct dat.

 Ne amintim

 Definiţii

A

B

D

O
C rază

diametrur

coardă
centru

Fig. 1

22222 Examinaţi desenul (fig. 2, O este centrul cercului) şi
numiţi punctele situate de centrul cercului la distanţa:
a) egală cu raza cercului;
b) mai mică decât raza cercului;
c) mai mare decât raza cercului.
Care dintre aceste puncte aparţin interiorului cercului?

A B

F

D

E

G

H

J

K

O

C

Fig. 2
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Fie ).,( rOC  Mulţimea punctelor M din plan pentru care OM < r se numeşte
interiorul cercului. Notăm: Int ).,( rOC
Mulţimea punctelor N din plan pentru care rON >  se numeşte exteriorul cercului.
Notăm: Ext ).,( rOC
Reuniunea ),( rOC şi a interiorului lui este discul de centru O şi rază r.
Notăm: ).,( rOD
Prin urmare, U),(),( rOrO CD =  Int }.|{),( rOMMrO ≤=C

 Definiţii

33333 *Examinaţi desenul (fig. 3) şi demonstraţi că orice 3 puncte diferite ale unui
cerc sunt necoliniare.
Indicaţie. Demonstraţi prin metoda reducerii la absurd că ,ABC ∉  unde A, B, C
sunt trei puncte arbitrare diferite de pe cerc. Presupunând că ,ABC ∈  cercetaţi
triunghiurile dreptunghice ODB şi ODC.
• Câte puncte comune, cel mult, pot avea o dreaptă şi un cerc?

A

B

D

O

C

Fig. 3

44444 Examinaţi desenul (fig. 4, O este centrul cercului).
Ce se poate spune despre segmentul OM şi triunghiul AOB, dacă:
a) ;ABOM ⊥
b) M este mijlocul segmentului AB?
Trageţi concluzia. A B

O

M

Fig. 4

 Investigăm

 Teorema 1 Dacă diametrul cercului conţine mijlocul unei coarde,
atunci el este perpendicular pe ea.

• Formulaţi reciproca teoremei 1, care de asemenea este teoremă.
• Demonstraţi teorema 1 şi reciproca ei.

*Să demonstrăm teorema 2.
Ipoteză: ),,(},,,{ rODCBA C⊂  ].[][ CDAB ≡
Concluzie: ]).[,(d])[,(d CDOABO =
Demonstraţie:

 CODAOB ∆≡∆ (Criteriul LLL). Fie M, N mijloacele segmentelor AB şi respectiv CD
(fig. 5).

 ][OM şi ][ON  sunt mediane şi înălţimi ale triunghiurilor AOB şi respectiv COD.
Conform , ].[][ ONOM ≡

 ]),[,(d])[,(d CDOONOMABO ===  c.c.t.d.     

• Reciproca teoremei 2 de asemenea este teoremă. Formulaţi şi demonstraţi reciproca
teoremei 2.

• Reformulaţi într-o singură teoremă de forma „Ipoteza dacă şi numai dacă Concluzia”:
a) teorema 1 şi reciproca ei;               b) teorema 2 şi reciproca ei.

• Aplicând teorema 1, explicaţi cum poate fi găsit centrul necunoscut al unui cerc dat.

* Opţional

A
B

DO

M

N

C
Fig. 5

 Teorema 2 Dacă două coarde ale unui cerc sunt congruente,
atunci ele sunt egal depărtate de centrul cercului.
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 Ne amintim

1.2.  Pozi\iile relative ale unei drepte fa\= de un cerc

• Fie d distanţa de la centrul cercului ),( rOC  la dreapta l. Completaţi adecvat:
a) Dreapta l este  cercului ),( rOC  dacă şi numai dacă d > r.
b) Dreapta l este tangentă la cerc dacă şi numai dacă .
c) Dreapta l este  dacă şi numai dacă d < .

*Să demonstrăm teorema 3.
Ipoteză: }.{),( MlrO =IC
Concluzie: .lOM ⊥

Demonstraţie:
Aplicăm metoda reducerii la absurd.

 Presupunem contrariul: .lOM ⊥
Fie că perpendiculara pe l construită din punctul O
intersectează l în punctul A (fig. 7).

 Fie ,lB∈  astfel încât ].[][ AMAB ≡
 OAMOAB ∆≡∆  (Criteriul CC).
 Conform , ],[][ OMOB ≡ adică [OB] este rază.
Prin urmare, ).,( rOB C∈
Am obţinut că dreapta l are două puncte comune
(M şi B) cu cercul – contradicţie.
Deci, presupunerea lOM⊥/  este greşită, adică

.lOM ⊥      

* Opţional

dreaptă tangentă la cerc;
M – punct de tangenţă

Fig. 6

1 1 1 1 1 Examinaţi desenele (fig. 6, O este centrul cercului).
Observaţi cum se numeşte dreapta l în fiecare caz.

O

d

l

r

dreaptă exterioară
cercului

M

O

d
l

r

O

d lr

dreaptă secantă
la cerc

 Teorema 3 Dacă o dreaptă este tangentă la un cerc, atunci ea este perpendiculară pe raza dusă
în punctul de tangenţă.

A
B

O

M

l

Fig. 7

Reciproca teoremei 3 de asemenea este teoremă.
• Formulaţi şi demonstraţi reciproca teoremei 3.
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O

M

Fig. 8

Problem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ie     (opţional)

O

M

A

B
Fig. 9

1O

Prin orice punct al cercului se poate construi o unică
dreaptă tangentă la cerc în acest punct.

Examinaţi desenul (fig. 10) şi demonstraţi că:
a) ];[][ BMAM ≡
b) MO[  este bisectoarea unghiului AMB.

 Problemă

A

B

O

M

Fig. 10

• Două tangente la acelaşi cerc, duse dintr-un punct
exterior cercului, determină cu punctele de tangenţă
două segmente congruente.

• Semidreapta cu originea într-un punct exterior şi care
conţine centrul cercului este bisectoarea unghiului
format de tangentele din acest punct la cerc.

Fie M un punct al cercului ),( rOC  (fig. 8).
Să construim o dreaptă tangentă la cerc, astfel încât
M să fie punctul de tangenţă.

Rezolvare:
Construim raza OM (fig. 9).
Construim perpendiculara AB pe dreapta OM:
- construim ,1 OMO ∈  astfel încât ];[][ 1 OMMO ≡
- construim ),( 11 rOC  şi ),( 112 rOC , unde ;1 rr >
- }.,{21 BA=CC I

Conform reciprocei teoremei 3, deoarece
OMAB ⊥  şi ),,( rOM C∈  rezultă că AB este

tangentă la cerc în punctul M.

Exerci\ii [i probleme

Fix=m cuno[tin\ele

1. Construiţi şi notaţi un cerc:
a) de centru A şi rază 4 cm; b) de centru B şi rază 6 cm.

2.  Lucraţi în perechi!  Examinaţi desenul (O este centrul cercului) şi numiţi: razele; coardele; diametrele; punctele
interioare cercului; punctele exterioare cercului; punctele diametral opuse.
                       a)                                    b)

A

B

F

D
E

G

O

C

F
M

L
E

CQ O
B

D

A
P
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   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

18. Din punctul A, aflat la distanţa de 29 cm de la centrul
cercului ),,( rOC  a fost dusă tangenta AB la cerc (B
este punctul de tangenţă). Determinaţi raza cercului,
dacă cm.21=AB

19. Fie cm)5,(Ext =∈ rOA C  şi ),,( rOC C∈  astfel încât
AC este tangentă la cerc.
Aflaţi OA, dacă .30)(m °=∠OAC

20. Fie cm)5,3,(Ext =∈ rOM C   şi ),,( rOA C∈  astfel încât
AM este tangentă la cerc.
Aflaţi OM, dacă .30)(m °=∠AMO

21. Fie ),(Ext rOM C∈  şi ),,( rOA C∈  astfel încât AM
este tangentă la cerc. Aflaţi raza cercului, dacă

°=∠ 45)(m AMO  şi .cm5,7=AM

22. Fie cm)15,(Ext =∈ rOM C  şi ),,( rOA C∈  astfel
încât AM este tangentă la cerc. Fie N mijlocul segmen-
tului OM. Determinaţi AN, dacă .60)(m °=∠AOM

23.  Lucraţi în perechi!  Matematica în viaţă.
Mihai a construit un cerc şi a şters centrul. Cum
construim centrul cu ajutorul riglei şi compasului?
Indicaţie. Folosiţi teorema 1 (pag. 119) şi proprietatea
mediatoarei unui segment.

3. Stabiliţi poziţia punctului A faţă de ),cm6,( =rOC dacă
distanţa de la A la O este de:

a) 6 cm;     b) cm;53      c) 6,(6) cm;     d) cm.)35( +

4. Coardele AB şi CD ale unui cerc sunt situate la aceeaşi
distanţă de la centrul cercului. Aflaţi AB, dacă:
a) cm;8=CD b) cm;14=+ CDAB
c) cm;1062 =+ CDAB d) cm.125 =+ CDAB

5. Diametrul AB intersectează coarda MN a aceluiaşi cerc
de rază R sub un unghi drept în punctul E. Aflaţi distanţa
de la centrul cercului la MN, dacă:
a) cm;51cm,9 == RME
b) cm;31cm,12 == RME
c) cm.32cm224 =−= RNE

6. Fie d distanţa dintre dreapta  l şi centrul cercului
).,( rOC  Determinaţi poziţia dreptei l faţă de cerc, dacă:

a) ;cm4,cm3 == rd b) ;cm53,cm3,6 == rd

c) ;cm7,2== rd d) ;cm9
4,cm0 == rd

e) .cm
53

2,cm53
−

=−= rd

7. Aflaţi raza cercului şi lungimea
segmentelor  AC şi BM din
desen,  unde M este mijlocul
segmentului AC.

8. Din punctul M exterior cercului au fost duse tangentele
la cerc. Fie A şi B punctele de tangenţă. Aflaţi BM, dacă:
a) cm;7,13=AM
b) cm;)4(,32 −=− BMAM
c) .60)m(cm,8 °=∠= AMBAB

9. Mediatoarea segmentului nenul AB trece prin centrul
cercului ).,( rOC  Stabiliţi poziţia dreptei AB faţă de cerc,
dacă: a) ;cm6,cm5 == rOA

b) ;cm4
3== rOA

c) cm5
112,cm14 == rOA  şi ;cm12=AB

d) cm12,cm15 == rOA  şi .cm18=AB

10. Fie ).,( rOC  Aflaţi distanţa de la centrul cercului la
coarda AB, dacă:
a) cm;5,cm8 == rAB       b) cm;13,cm24 == rAB
c) ., braAB ==

11. Fie [AB] o coardă a cercului ),,( rOC  iar d – distanţa
de la centrul cercului până la această coardă. Determi-
naţi r, dacă:
a) ;cm8,cm12 == dAB           b) .cm3== dAB

12. Care este măsura unghiului format de tangentele la un
cerc, duse dintr-un punct aflat la o distanţă de cerc
egală cu raza cercului?

13.  Lucraţi în grup!  Construiţi un cerc, ştiind că
orice coardă a lui are cel mult 10 cm.

14. Fie cercul cm)8,( =rOC  şi AB o coardă a lui. Folosind
doar echerul, construiţi mijlocul lui [AB].

15. Distanţa dintre centrul O al cercului şi o coardă AB
este de două ori mai mică decât raza. Determinaţi

).(m ABO∠

16. Într-un cerc, la distanţa de 6 cm de centru, este dusă o
coardă de 312  cm. Aflaţi raza cercului.

17. Stabiliţi poziţia punctului M faţă de ),( rOC  dacă:

a) ;2
1 rOM =       b) ;|52| rOM −=       c) .2

rOM =

M
O

10
A

B

C
10

°120
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32. ),( 1 ROC  şi ),( 2 rOC  sunt exterioare, adică
.21 rROO +>  Dreapta l este tangentă ambelor cercuri

în punctele A şi respectiv B. Calculaţi ,21OO  dacă
,60)(m 21 °=∠ OAO  ,cm15=R  .cm5=r  Cercetaţi

toate cazurile posibile.

33. Într-un triunghi dreptunghic un punct de tangenţă al
cercului înscris în acest triunghi împarte ipotenuza în
segmente cu lungimea de 5 cm şi 12 cm. Aflaţi lungimile
catetelor triunghiului.

34. Într-un cerc cu raza de 25 cm sunt duse, de aceeaşi
parte a centrului, două coarde paralele, cu lungimile
de 40 cm şi 30 cm. Determinaţi distanţa dintre aceste
coarde.

35. Fie dreapta l şi punctele M şi N.  Construiţi un cerc
care conţine punctele M şi N şi al cărui centru aparţine
dreptei l. În ce situaţie problema:
a) are o singură soluţie;
b) are o infinitate de soluţii;
c) nu are nicio soluţie?

36. Fie cercul ),( rOC  şi punctul M exterior cercului.
Construiţi prin M o dreaptă care taie cercul după o
coardă de lungime x, unde:
a) ;cm8,cm15,cm10 === xMOr
b) cm.10,cm12,cm8 === xMOr
Indicaţie. Utilizaţi teorema: Două coarde ale unui cerc
sunt congruente dacă şi numai dacă sunt egal
depărtate de centrul cercului.

Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=Matematic= distractiv=
37. Împărţiţi cu ajutorul a doar trei tăieturi rectilinii un

disc în:
a) 4 părţi; b) 5 părţi;
c) 6 părţi; d) 7 părţi.

38. Dintr-un punct al cercului este coborâtă o perpendi-
culară pe o rază a lui, astfel încât această rază este
împărţită în două segmente proporţionale cu 8 şi 9,
considerând de la centru. Aflaţi lungimea perpendicu-
larei, dacă raza cercului este de 68 cm.

24. Fie AM tangenta la ),( ROC  în punctul A. Aflaţi
distanţa de la punctul O la punctul M, dacă:
a) ;6,0,8,0 == rAM           b) ;18,24 == rAM
c) ., yrxAM ==

25.  Investigaţi!  Demonstraţi că mijloacele coardelor
de aceeaşi lungime ale unui cerc sunt puncte conciclice
(aparţin aceluiaşi cerc).
Indicaţie. Utilizaţi teorema 2 (pag. 119).

26. Cercurile ),( rOC  şi ),( 1 rOC  se intersectează în
punctele M şi N. Aflaţi ,1OO dacă cm,13=MO

cm,61 =MO  .cm10=MN

27. Construiţi un cerc de rază r ce trece prin punctele A şi
B date, dacă:
a) ;cm6cm,5 == rAB
b) cm.5cm,15 == rAB
Indicaţie. Pentru a construi [AB] folosiţi teorema înăl-
ţimii şi relaţia .53)15( 2 ⋅=

28. Fie cercul cm).8,( =rOC  Construiţi un triunghi ABC
înscris în acest cerc, astfel încât cm.102 == BCAB

29. Utilizând doar rigla şi compasul, construiţi un unghi
de:   a) ;45°                     b) ;0322 ′°                     c) .03157 ′°

30. Într-un cerc de centru O şi raza de 6 cm, coarda AB este
congruentă cu raza. Determinaţi distanţa de la punctul
O la coarda AB.

31. În desenul de mai jos, dreptele BA şi BC sunt tangente
la cercul cu centrul O în punctele A şi C. Aflaţi măsura
unghiului ABC, dacă se cunoaşte că .110)( °=∠AOCm

O
A

BC

39. Patru borcane cilindrice identice au fost dispuse pe fundul circular al
unei cratiţe, ca în desen. Aflaţi raza R a bazei cratiţei dacă raza bazei unui
borcan este egală cu 4 cm.

R
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§ 2. Unghiuri ]nscrise ]n cerc

1 1 1 1 1 Care este măsura unghiului descris de minutarul unui ceas timp de 10 min? Ne amintim

 Definiţii

2.1. Unghi la centru. Arce de cerc

Un unghi cu vârful în centrul unui cerc se numeşte unghi la centru.
Intersecţia cercului cu interiorul unghiului la centru se numeşte arc mic al cercului.
Notăm: ,ABe  unde A şi B sunt punctele de intersecţie a unghiului la centru cu
cercul.
Intersecţia cercului cu exteriorul unghiului la centru
se numeşte arc mare al cercului. Notăm: ,ACBe
unde C aparţine cercului, dar nu aparţine arcului mic.
Punctele A şi B se numesc capetele arcelor. Arcele
AB şi ACB se numesc arce complementare.
În afară de faptul că punctele A şi B determină două
arce, ele mai determină coarda AB. Se spune „coarda
AB subîntinde arcul AB”.
Măsura unui arc mic este măsura unghiului la centru corespunzător arcului.
Măsura unui arc mare este egală cu 360° minus măsura arcului complemen-
tar lui.
Două arce ale aceluiaşi cerc (sau a două cercuri congruente) sunt congruente
dacă au măsuri egale. Notaţia CDAB ee ≡  se citeşte: arcele AB şi CD sunt
congruente.
Capetele unui diametru determină două arce congruente, numite semicercuri,
fiecare cu măsura de 180°.
Se numeşte unghi înscris în cerc unghiul cu vârful pe cerc şi ale cărui laturi
intersectează cercul.

A

B
O

C

Fig. 12

 Investigăm 2 2 2 2 2 Examinaţi desenul (fig. 13, O este centrul cercului).
Utilizând datele din desen şi luând în consideraţie că

CODAOB ∠≡∠  şi ],[][ EFAG ≡  determinaţi:
a) CD;       b) ).( FOE∠m
Rezolvare:

CODAOB ∆≡∆  (Criteriul LUL).
Prin urmare, CD =  cm.

≡∆AOG  (Criteriul LLL).
∠=∠ (m)(m FOE ) = °.

Răspuns: CD =  cm,  =∠ )( FOEm °.

A

B

F

D
E

G

O

C75°

?

3 cm

?

Fig. 13

Dacă două coarde ale aceluiaşi cerc (sau a două cercuri congruente) sunt congru-
ente, atunci arcele pe care le subîntind sunt congruente.

 Teorema 4

Reciproca teoremei 4 de asemenea este teoremă.
• Demonstraţi teorema 4 şi reciproca ei.



§2. Unghiuri ]nscrise ]n cerc

125GeometrieCapitolul 1. Cercul

1B

A

B
O

M

1M

70°

Fig. 14

Problem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ieProblem= de construc\ie     (opţional)

3 3 3 3 3 Cum se poate construi un cerc, ştiind că o coardă de 3 cm subîntinde în acest cerc un arc
de 70°?
Rezolvare:
Pentru a construi cercul, trebuie să construim un seg-
ment de lungimea razei (fig. 14).
Considerăm construcţia realizată (vezi desenul).
Fie [OM] înălţime a triunghiului isoscel AOB.

OMB∆  este dreptunghic, °=∠ 55)(m B ,
BM = 1,5 cm.
Prin urmare, conform criteriului CU, triunghiul OMB (în particular, ipotenuza OB) poate
fi construit în mod univoc.
Construcţia poate fi realizată în modul următor:
- construim segmentul AB de 3 cm;
- construim mediatoarea 1MM  a segmentului AB, unde M este mijlocul segmentu-

lui AB;
- construim ,[ 1BB  astfel încât ;55)(m 1 °=∠MBB
- };{[[ 11 OBBMM =I

- construim cercul ).,( OBOC

• Utilizând proprietăţile triunghiurilor şi ale unghiurilor obţinute la intersecţia a două drepte
paralele de o secantă poate fi demonstrată:

Două arce ale aceluiaşi cerc cu-
prinse între două coarde para-
lele sunt congruente (fig. 15).

A

B

D

O CA

B

D
O

C

Fig. 15
CDABBCAD ee ≡⇒||

 Teorema 5

• Examinaţi desenele (fig. 16) şi aflaţi ).( ABC∠m

2.2. Unghiuri ]nscrise ]n cerc

 Investigăm

A

BO
C

a)

50°

c)

1B

A

BC

O

44°
1B

b)

A

B

C

O
142°

Fig. 16

• Demonstraţi că două coarde egal depărtate
de centrul cercului sunt congruente.
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Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Desenaţi şi notaţi un unghi la centru de măsură α  al cercului ),,( rOC  unde:

a) cm;4,60 =°= rα                     b) cm;6,90 =°= rα                     c) cm.5,120 =°= rα

2. Punctele A, B, C aparţin unui cerc şi .ACB e∈
a) Aflaţi ),(m BCe  dacă .75)(m,120)(m °=°= ABAC ee
b) Aflaţi ),(m ACe  dacă .55)(m,35)(m °=°= BCAB ee
c) Aflaţi  ),(m ABe  dacă .175)(m)(m,150)(m °=+°= BCACAC eee

Rezolvare:
a) Examinăm :AOB∆  ],[][ OBAO ≡  deci .AB ∠≡∠

AOC∠ este unghi exterior pentru ,AOB∠  deci ).(m)(m)(m BAAOC ∠+∠=∠
∠=∠ (m2

1)(m B ) = °.

b) Ca şi în cazul a) ),(2
1)( 11 AOBABB ∠=∠ mm (1)

∠=∠ (2
1)( 1 mm BCB ). (2)

Adunând relaţiile (1) şi (2), obţinem
∠=∠=∠+∠ (m2

1)(m)(m)(m 11 ABCBCBABB ) = °.
c) Similar cazurilor a) şi b), obţinem:

∠=∠ (2
1)( mm ABC ) = °.

Măsura unui unghi înscris în cerc este egală cu jumătate
din măsura arcului cuprins între laturile unghiului (fig. 17).

 Teorema 6

Consecinţa 1
Unghiurile înscrise în acelaşi arc de cerc
sunt congruente (fig. 18).

Consecinţa 2
Unghiurile înscrise într-un semicerc sunt
drepte (fig. 19).

Desenul din figura 20 sugerează un algoritm de con-
struire a tangentelor la un cerc de centru O dintr-un
punct M dat, exterior cercului. Luând în consideraţie
consecinţa 2, explicaţi acest algoritm.

O

Fig. 18

O

Fig. 19

α
O

2α

Fig. 17

 Exerciţiu
A

B

O M

Fig. 20
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°70

NM

°55
LK

O

°70

N

M
°65

L

K

°170

O
°65

N

M

°30

L

K

O

α

O

88°

76°

α

O
40°

α

O
O

35°

α

5. Câte grade are unghiul la centru corespunzător arcului:

a) de 3
1  din cerc; b) 5

1  din cerc;

c) 10
1  din cerc; d) 12

1  din cerc;

e) 6
1  din semicerc; f) 12

1  din semicerc?

6.  Lucraţi în grup!  Construiţi unghiul ABC for-
mat de secanta AC şi tangenta AB ale aceluiaşi cerc,
astfel încât: a) ;40)(m °=∠ABC

b) ;75)(m °=∠ABC
c) .350)(m °=∠ABC

7. Construiţi unghiul ABC cu vârful B în interiorul cercului,
astfel încât:
a) ;25)(m °=∠ABC                      b) ;115)(m °=∠ABC
c) .210)(m °=∠ABC

8. Construiţi unghiul ABC cu vârful B în exteriorul cercului,
astfel încât:
a) ;70)(m °=∠ABC                      b) ;127)(m °=∠ABC
c) .165)(m °=∠ABC

9.  Aflaţi diametrul cercului în care este înscris triunghiul
ABC cu unghiul drept B şi:
a) ;cm4,cm8 == BCAC     b) cm.21,cm20 == BCAB

4. Calculaţi măsura unghiului α  (O este centrul cercului):
a)                                                 b)                                                 c)                                                d)

10.  Investigaţi!  Fără a măsura, stabiliţi tipul (ascuţitunghic, dreptunghic, optuzunghic) triunghiului ABC (O este
centrul cercului) din desen.
a)                                                                     b)                                                                     c)

A

B

O

C

A

B

O
C

A B

O
C

3.  Lucraţi în perechi!  Comparaţi MN şi KL din următoarele figuri (O este centrul cercului):
a)                                                                b)                                                                c)

11. Punctele A, B, C, D sunt situate, în această ordine, pe
un cerc. [AC] şi [BD] sunt diametre perpendiculare.
Determinaţi tipul patrulaterului ABCD.

12. Punctele A, B, C, D sunt situate, în această ordine, pe
un cerc. [AC] şi [BD] sunt diametre neperpendiculare.
Determinaţi tipul patrulaterului ABCD.

13. Punctele A, B, C, D sunt situate, în această ordine, pe
un cerc de centru O şi .|| CDAB  Aflaţi:
a) ),(m AOD∠  dacă ;50)(m °=∠BOC
b) ),(m BOC∠  dacă ;70)(m °=∠DAO
c) ),(m ADO∠  dacă .65)(m °=∠BCO

60°

A

BO

14. Domnul Albu a vopsit o porţiune din bordura ce împrejmuieşte un răzor de flori
în 10 minute (vezi desenul). În câte minute va reuşi să vopsească porţiunea
rămasă a bordurii?

15. Fie ABC un unghi format de secanta AB şi tangenta AC (A este punctul de
tangenţă) la un cerc de centru O. Aflaţi ),(m BAC∠  dacă .80)(m °=∠AOB
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29. Folosind rigla şi compasul, construiţi un arc de:
a) 60°;          b) 30°;        c) 120°;           d) 15°.

30. Se cunoaşte un unghi de 19°. Construiţi (doar cu rigla şi compasul) un unghi de:
a) 9°.  Indicaţie. .9919180 °+⋅°=°       b) 5°;      c) 1°.

31. Se dă un unghi de 25°. Construiţi, folosind rigla şi compasul, un unghi de:
a) 10°.  Indicaţie. .1090425100 °+°=⋅°=°
b) 5°;        c) 20°.

32. Fie )cm4,( =rOC  şi punctul A exterior lui. Construiţi tangentele AM şi AN ale cercului.

26. Laturile unui unghi de 60° sunt tangente la un cerc de rază 20 cm. Aflaţi distanţa dintre punctele de tangenţă.

27. Laturile unui triunghi dreptunghic sunt tangente la un cerc. Unul dintre punctele de tangenţă împarte o catetă în
segmente de lungimi de 3 cm şi 5 cm. Determinaţi lungimea ipotenuzei.

°116

α

O

α

°63

O

°67

α

°163
O

°57

α

°171
O

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

16. Punctele A, B, C, D, E sunt situate, în această ordine, pe
un cerc.  Aflaţi măsurile arcelor AB, BC, CD, DEA, dacă
ele sunt direct proporţionale cu numerele 3, 4, 2, 3.

17. Punctele A, B, C, D, E sunt situate, în această ordine, pe
un cerc. Aflaţi măsurile arcelor AB, BC, CD, DEA, dacă
ele sunt invers proporţionale cu numerele 1, 2, 3, 6.

18. Dintr-un punct al cercului sunt duse două coarde
perpendiculare cu lungimile de 35 cm şi 12 cm. Deter-
minaţi raza cercului.

19.  Investigaţi!  Câte arce şi câte coarde există cu
capetele: a) în 3 puncte ale unui cerc;

b) în 7 puncte ale unui cerc;
c) în n puncte ale unui cerc?

22. Care este măsura arcului descris de minutarul unui ceas
la un interval de: a) 20 de minute; b) 25 de minute;

c) 4 minute; d) 35 de minute?

23. Punctele A şi B aparţin unui cerc, astfel încât
.120)(m °=ABe

Aflaţi raza cercului, dacă .cm36=AB

21. Calculaţi măsura unghiului α  (O este centrul cercului):
a)                                                 b)                                                 c)                                                d)

°135

O
α °55

O

α °35
O

α °70
O

α

24. Coardele AB şi AC ale unui cerc au fiecare lungimea de
16 cm. Aflaţi raza cercului, dacă .120)(m °=BCe

25. Fie AB o coardă a unui cerc. Prin punctul A se duce
tangenta AC la cerc, iar prin  punctul B – o coardă BD.
Determinaţi ),(m BAC∠  dacă .80)(m °=∠BDA

20. Împărţiţi un cerc în şase arce, astfel încât măsurile lor să fie proporţionale cu numerele 1, 3, 6, 7, 8, 11.

28. Calculaţi măsura unghiului α  (O este centrul cercului):
a)                                                 b)                                                      c)                                               d)
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Exerci\ii [i probleme recapitulative

Fix=m cuno[tin\ele

1. a) Construiţi un cerc de rază 5 cm. Construiţi coardele AB
de 5 cm, BC de 6 cm, diametrele MN şi KL.
b) Măsuraţi unghiurile LMK şi LNK.

2.  Investigaţi!  Stabiliţi poziţia punctului A faţă de
),cm37,( =rOC  dacă:

a) ;cm
32

19=OA b) ;cm)5234( +=OA

c) ;cm
3

21=OA d) .cm)37( +=OA

3. Punctele A, B, C aparţin ),cm5,6,( =rOC  astfel încât
[AB] este diametru. Aflaţi AC, dacă .cm12=BC

4. Fie )cm58,( =rOC  şi coardele AB şi CD congruente.
Aflaţi ),,(d ABO  dacă .cm6),(d =CDO

5. Fie ).cm19,( =rOC  Determinaţi lungimea coardei AB,
dacă .cm6),(d =ABO

6. Desenaţi şi notaţi un unghi la centru de °45  al cercului
).cm6,( =rOC

7. Punctele M, N, K, L sunt situate, în această ordine, pe un
cerc. Aflaţi:
a) ),(m MNe  dacă ;55)(m,115)(m °=°= NLML ee
b) ),(m NKe  dacă ,65)(m,37)(m °=°= NLMK ee

;85)(m °=MLe
c) ),(m KLe  dacă ,94)(m,39)(m °=°= MKMN ee

.122)(m °=NLe

8. Construiţi în )cm5,4,( =rOC  un unghi înscris de:
a) ;100°        b) ;160°        c) ;240°        d) .180°

9. Coardele AB şi CD se intersectează în punctul M interior
cercului. Aflaţi:
a) AM, dacă ;cm9,cm3,cm18 === MBMDCM
b) MB, dacă .cm8,cm5,3,cm7 === MDCMAM

10. Punctele A, B, C, D sunt situate, în această ordine, pe
cerc şi }.{MCDAB =I  Aflaţi:
a) CM, dacă ;cm16,cm8,cm24 === MDMBAM

b) MD, dacă .cm1,cm4
3,cm3

2 === CMMBAM

11. Punctele A, B, C sunt situate pe cercul de centru O.
Aflaţi:
a) ),(m ABC∠  dacă ;104)(m °=∠AOC
b) ),(m AOC∠  dacă ;37)(m °=∠ABC
c) ),(m OAC∠  dacă ;88)(m °=∠AOC
d) ),(m ACO∠  dacă .29)(m °=∠ABC

12.  Lucraţi în perechi!  Care este măsura arcului
descris de minutarul unui ceas la un interval de:
a) 5 minute;          b) 25 de minute;          c) 45 de minute?

13. Într-un cerc de raza 6 cm coarda formează cu diametrul
un unghi de 30°. Determinaţi lungimea coardei.

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

14. Construiţi cu rigla şi compasul triunghiul ABC cu latu-
rile de ,cm5  cm23,cm52 .

15. Punctele A, B, C aparţin ),cm62,( =rOC  astfel încât
[AB] este diametru. Determinaţi BC, dacă cm,4=OM
unde M este mijlocul segmentului BC.

16. Folosind echerul şi compasul, construiţi un unghi de:
a) ;135°         b) .03157 ′°

17. Diametrul AB al cercului de rază cm172  intersectează
coarda CD în mijlocul ei – M. Aflaţi AM şi BD, dacă

cm.25=CM

18. Mediatoarea coardei AB intersectează cercul în punctele
C şi D. Aflaţi raza cercului, dacă cm14=AB  şi

.cm4),(d =ABC
19. Din punctul M s-au dus tangentele la ),cm6,( =rOC

punctele A şi B fiind puncte de tangenţă. Determinaţi
OM, dacă .cm9=AM

20.  Lucraţi în perechi!  Aflaţi măsurile unghiurilor
triunghiului ABC cu vârfurile pe acelaşi cerc, dacă:
a) ;80)(m,50)(m °=°= ACAB ee
b) .74)(m,46)(m °=°= ACAB ee

33. O coardă a unui cerc are lungimea de 30 cm. Printr-o extremitate a acestei coarde este dusă o tangentă la cerc, iar prin
cealaltă extremitate este dusă o coardă cu lungimea de 36 cm, paralelă cu tangenta. Aflaţi raza cercului.

34. Într-un cerc de rază 2 cm este construită o coardă de 1 cm. Printr-o extremitate a acestei  coarde este dusă o tangentă
la cerc, iar prin cealaltă extremitate este dusă o coardă paralelă cu tangenta. Determinaţi lungimea acestei coarde.
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Varianta I

1. a) Desenaţi un cerc cu centrul M şi raza de 3 cm.
Construiţi diametrul BD, coardele DA şi BA, precum şi
tangenta la cerc în punctul A.
b) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiei: „Dacă

,cm)23( +=MX  atunci punctul X este exterior
cercului.” Justificaţi.
c) Ştiind că ,50)(m °=∠AMB  aflaţi măsurile unghiu-
rilor triunghiului ABD.
d) Ştiind că ,50)(m °=∠AMB  aflaţi măsura unghiului
format de tangenta construită şi coarda DA.

2. Fie cercul cu centru O şi raza de 13 cm.
Diametrul AB este perpendicular pe coarda MN de 24
cm şi o intersectează în punctul C.
a) Aflaţi distanţa de la punctual O la coarda MN.
b) În ce raport punctul C împarte diametrul AB?

3. Laturile trapezului isoscel ABCD cu bazele BC de 9 cm
şi AD de 25 cm sunt tangente la un cerc cu centru O.
a) Aflaţi lungimea laturii laterale a trapezului.
b) Determinaţi raza cercului.
c) Demonstraţi că triunghiul AOB este dreptunghic.

Test sumativ

Varianta II

1. a) Desenaţi un cerc cu centrul N şi raza de 2 cm.
Construiţi diametrul AB, coardele AC şi BC, precum şi
tangenta la cerc în punctul A.
b) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiei: „Dacă

,cm)15( −=NY  atunci punctul Y este exterior
cercului.” Justificaţi.
c) Ştiind că ,40)(m °=∠CBA  aflaţi măsurile unghiu-
rilor triunghiului ACN.
d) Ştiind că ,40)(m °=∠CBA  aflaţi măsura unghiului
format de tangenta construită şi coarda AC.

2. Coarda AB de 40 cm a cercului de centru O este
perpendiculară pe diametrul DC, îl intersectează în
punctul K şi se află la 21 cm de centrul cercului.
a) Aflaţi raza cercului.
b) În ce raport punctul K împarte diametrul DC?

3. Laturile trapezului isoscel ABCD cu laturile laterale
AB de 24 cm, CD de 25 cm sunt tangente la un cerc cu
centru Q.
a) Aflaţi raza cercului.
b) Determinaţi lungimea bazelor trapezului.
c) Demonstraţi că triunghiul CDQ este dreptunghic.

Timp efectiv de lucru:45 de minute

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

20. Laturile trapezului isoscel ABCD cu baza mare AD sunt tangente la acelaşi cerc. Aflaţi raza cercului, dacă
.cm8,cm20 == BCAB

21. Calculaţi măsura unghiului α  (O este centrul cercului):

22.  Investigaţi!  Demonstraţi că măsura unghiului cu vârful în interiorul cercului este egală cu semisuma măsurii
arcului cuprins între laturile sale şi a arcului cuprins între prelungirile laturilor sale.

α

O
°36

α
°46

O
°35

α

°15O

a)                                                         b)                                                               c)

23.  Lucraţi în grup!    Proiect STEAM.  Cercul şi discul în arhitectură.
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§1. No\iunea de arie

Natura vorbeşte în limba matematicii; literele acestei limbi sunt
cercuri, triunghiuri şi alte figuri geometrice.

Galileo Galilei

Capitolul

AriiArii22

Am întâlnit noţiunea de arie în clasele anterioare, când am calculat aria pătratului,
a dreptunghiului. De fapt, am calculat aria suprafeţei mărginite de aceste poligoane.

Reuniunea poligonului convex şi a interiorului său se numeşte suprafaţă poligonală
convexă. Reuniunea unui număr finit de suprafeţe poligonale convexe este o suprafaţă
poligonală.

Aria este un număr ce caracterizează o suprafaţă poligonală. Totuşi, prin tradiţie, în loc
de aria suprafeţei poligonale vom spune aria poligonului. Notăm aria poligonului nAAA ...21

prin ....21 nAAAA
Admitem ca fiind evidente următoarele proprietăţi ale ariei:
1° Aria poligonului este un număr nenegativ.
2° Ariile poligoanelor congruente sunt egale.
3° Aria unui poligon este suma ariilor poligoanelor, cu interioarele disjuncte fiecare două,

în care se descompune poligonul dat.
4° Aria pătratului cu laturile de lungime 1 este egală cu 1.
Deci, dacă laturile pătratului sunt de 1 m, atunci aria lui este egală cu un metru pătrat (se

scrie );m2  dacă latura pătratului este de 1 cm, atunci aria lui este egală cu un centimetru
pătrat (se scrie )cm2

 etc.
Poligoanele cu ariile egale se numesc poligoane echivalente.

§2. Aria paralelogramelor

 Ne amintim

2.1.  Aria p=tratului, aria dreptunghiului, aria rombului

1 1 1 1 1 Calculaţi aria pătratului cu laturile de 2,5 cm.
Rezolvare:
Aria pătratului cu laturile de lungime a se calculează

cu formula .2a=A  Deci, ).cm(25,65,2 22 ==A

22222 Fie pătratul ABCD (fig. 1).
a) Comparaţi ariile triunghiurilor ABC şi ADC.
b) Calculaţi aria triunghiului ABC, dacă laturile pătratului

sunt de 3 cm. Fig. 1
A D

CB
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Rezolvare:

a) ADCABC ∆≡∆  (Criteriul CC). Deci, conform proprietăţii 2°, .ADCABC AA =

b) Conform proprietăţii 3°, ⇒+= ACDABCABCD AAA

).cm(5,432
1

2
1 22 =⋅==⇒ ABCDABC AA

 Generalizăm Aria pătratului cu laturile de lungime a este .2a

Aria triunghiului dreptunghic isoscel cu lungimile catetelor egale cu a este .2
2a

33333 Calculaţi aria dreptunghiului cu laturile de 7,2 cm şi 1,1 cm.

Rezolvare:
Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a şi b se calculează cu formula .ba ⋅=A
Prin urmare, ).cm(92,71,12,7 2=⋅=A

44444 Fie dreptunghiul ABCD (fig. 2).
a) Comparaţi ariile triunghiurilor ABC şi ADC.
b) Calculaţi aria triunghiului ABC, dacă laturile dreptunghiului sunt de 6 cm şi 12 cm.

Fig. 2
A D

CB

 Generalizăm Aria dreptunghiului cu lungimile laturilor a şi b este .ba ⋅=A

Aria triunghiului dreptunghic cu lungimile catetelor a şi b este .2
1 ba ⋅=A

55555 Calculaţi aria rombului ABCD cu cm4,13=AC  şi cm.18=BD

Rezolvare:
Fie O punctul de intersecţie a diagonalelor rombului. Diagonalele

rombului sunt perpendiculare şi punctul de intersecţie le înjumă-
tăţeşte.

Triunghiurile dreptunghice AOB, COB, COD, AOD sunt congru-

ente. Prin urmare, 2
144 =⋅⋅⋅== BOAOAOBABCD AA

).cm(6,120184,132
1

2
1

222
14 2=⋅⋅=⋅=⋅⋅⋅= BDACBDAC

Fig. 3

A

D

C

B

O

 Generalizăm Aria rombului este egală cu semiprodusul lungimilor diagonalelor.

   2
21

romb
dd ⋅=A   , unde 1d  şi 2d  sunt lungimile diagonalelor rombului.

Rezolvare:
a) ADCABC ∆≡∆  (Criteriul CC). Deci, conform proprietăţii 2°, .ADCABC AA =

b) Conform proprietăţii 3°, ⇒+= ACDABCABCD AAA

).cm(361262
1

2
1 2=⋅⋅==⇒ ABCDABC AA

 Investigăm
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11111 Fie paralelogramul ABCD şi [BM], [CN] – înălţimi
ale lui (fig. 4).
a) Comparaţi ariile triunghiurilor ABM şi DCN.
b) Calculaţi aria paralelogramului ABCD, dacă

cm8=MB  şi .cm11=AD
Rezolvare:
a) DCNABM ∆≡∆  (Criteriul CI). Deci, conform proprietăţii 2°, .DCNABM AA =

b) Conform proprietăţii 3°, .MBCNDCNMBCDABMMBCDABCD AAAAAA =+=+=

MBCN este dreptunghi şi ).cm(88118 2=⋅=⋅=⋅= ADMBBCMBMBCNA

2.1.  Aria paralelogramului oarecare

Fig. 4

A D

CB

M N

 Generalizăm Aria paralelogramului este egală cu produsul dintre lungimea unei laturi şi înălţimea
corespunzătoare acestei laturi.

   ha ⋅=parA   , unde h este înălţimea corespunzătoare laturii de lungime a.

§ 3. Aria triunghiului

Fig. 5A

M
C

B

11111 Calculaţi aria triunghiului ABC cu înălţimea BM, dacă ,cm16=AC  .cm8=BM
Rezolvare:

Triunghiurile AMB şi BMC sunt dreptunghice (fig. 5).

Prin urmare, ,2
1 AMBMAMB ⋅=A  .2

1 MCBMBMC ⋅=A

Deci, 2
1

2
1 =⋅+⋅=+= MCBMAMBMBMCAMBABC AAA

).cm(648162
1

2
1)(2

1 2=⋅⋅=⋅=+= ACBMMCAMBM

• Aria triunghiului este egală cu semiprodusul dintre lungimea unei laturi şi înălţimea
corespunzătoare acestei laturi.

   ha ⋅= 2
1A  , unde h este înălţimea corespunzătoare laturii de lungime a a triunghiului.

• Formula lui Herone:

     ))()(( cpbpapp −−−=A  , unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului, iar

2
cbap ++=  este semiperimetrul lui.

Raportul ariilor a două triunghiuri asemenea este egal cu pătratul raportului de
asemănare.

 Generalizăm şi aflăm

 Teorema 1

 Investigăm

 Investigăm

• Examinaţi desenul şi calculaţi aria triunghiului ABC,
dacă 12=AB cm, iar 10=CM  cm.

A M

C

B
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22222 Fie triunghiul ABC şi ),(ACM ∈  astfel încât 4=MC
AM  (fig. 7). Calculaţi .

BMC

ABM

A
A

Rezolvare:

Fig. 7

A C

B

MN

Fie triunghiul ABC şi ).(ACM ∈  Atunci .MC
AM

BMC

ABM =
A
A Teorema 2

Consecinţă. O mediană a unui triunghi descompune triunghiul în două triunghiuri
echivalente.

§ 4. Aria trapezului

11111 Fie trapezul TRAP cu baza mare TP de lungime a,
baza mică RA de lungime b şi înălţimea h.
Calculaţi aria trapezului.
Rezolvare:
Construim punctele RAM ∈  şi ,TPN ∈  astfel încât

TPANRATM ⊥⊥ ,  (fig. 8). Evident, .hANTM ==

Atunci ).(2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 bahahbhTPANRATMTAPTRATRAP +=⋅+⋅=⋅+⋅=+= AAA

Fig. 8
T

b

P

R

h

a

A

h

M

N

 Generalizăm Aria trapezului cu bazele de lungimile a şi b şi înălţimea h se calculează cu formula

  mhbah ⋅=+= )(2
1A  , unde m este lungimea liniei mijlocii a trapezului.

22222 Fie trapezul ABCD cu BCAD ||  (fig. 9).
a) Comparaţi ABDA  şi ABCACD AA ,  şi .BCDA

b) Fie BDACI I=}{ . Comparaţi ABIA  şi .CIDA

Rezolvare:
a) Înălţimile triunghiurilor ABD şi ACD, coborâte

din vârfurile B şi C pe latura comună AD, sunt înălţimi
ale trapezului. Prin urmare, triunghiurile ABD şi ACD sunt echivalente, adică .ACDABD AA =
Similar, se poate arăta că .BCDABC AA =

b) ,AIDABDABI AAA −=   .AIDACDCID AAA −=
Dar conform a), .ACDABD AA =  Prin urmare, .CIDABI AA =

Fig. 9
A D

B C

I

 Generalizăm Diagonalele unui trapez şi laturile neparalele formează cu una dintre baze triunghiuri
echivalente.
Triunghiurile formate de diagonalele unui trapez cu laturile neparalele sunt echivalente.

Construim punctul ,ACN ∈  astfel încât .ACBN⊥
Aşadar, [BN] este înălţimea comună a triunghiurilor ABM şi BMC.

Avem .4

2
1
2
1

==
⋅

⋅
= MC

AM

MCBN

AMBN

BMC

ABM

A
A

 Investigăm
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§ 5. Aria poligonului regulat. Lungimea cercului [i aria discului

11111 Ştiind că m este lungimea înălţimii coborâte din centrul poligonului regulat pe una dintre
laturile lui, iar l – lungimea laturii, calculaţi aria poligonului, ştiind că el are:
a) 6 laturi;      b) n laturi.

Rezolvare:
a) Poligonul regulat cu 6 laturi se numeşte hexagon regulat.
Fie O centrul cercului înscris în hexagonul regulat ABCDEF (fig. 10). Evident

că triunghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOF şi AOF sunt congruente, iar suma
ariilor acestora este egală cu aria hexagonului ABCDEF.

Prin urmare,
        AOBABCDEF AA ⋅= 6 .            (1)

Fie [OM] înălţime a triunghiului AOB. Deoarece AOB∆  este isoscel, rezultă că [OM]
este şi apotemă, adică .mOM =

.2
1

2
1 lmABOMAOB ⋅=⋅=A    (2)

Substituind (2) în (1), obţinem:
.32

16 mlmlABCDEF =⋅=A

Răspuns: 3ml.
b) Fie nAAA ...21  un poligon regulat cu n laturi, iar O –

centrul cercului înscris în acest poligon (fig. 11).
Similar cazului a), dacă unim punctul O cu vârfurile poli-

gonului, obţinem n triunghiuri congruente şi
.

2121 , OAAAAA n
n

AA ⋅=…

Dar .2
1

21
mlOAA =A

Prin urmare, .2
1

21 , mnl
nAAA =…A

Răspuns: .2
1 mnl

O

1A
2A

3A

4A

5A

Fig. 11

l
m

 Generalizăm • Apotema poligonului regulat este segmentul care uneşte centrul poligonului cu
mijlocul unei laturi. Apotema este perpendiculară pe această latură.
• Aria poligonului regulat cu n laturi, apotema de lungime m şi latura de lungime l

se calculează cu formula .2
1 lnmn ⋅⋅=A

• Aria triunghiului echilateral cu latura de lungime l este egal cu .4
32l

22222 Fie un cerc cu raza 1. Se poate arăta că în acest cerc poate fi înscris orice poligon
regulat cu n laturi. Calculând perimetrele acestor poligoane, obţinem, de exemplu:
pentru ,4=n  ;656854,5244 ≈=P

pentru ,8=n  ;12253492,62288 ≈−=P

pentru ,16=n  ;24289030,62221616 ≈+−=P

pentru ,32=n  .27309698,622223232 ≈++−=P

• Demonstraţi formula de calcul a ariei triunghiului echilateral.

A

B

F

D

E

O

C

M

Fig. 10

l

m
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33333 Calculaţi aria discului cu centrul O şi raza R.
Rezolvare:
În C (O, R) înscriem un poligon regulat cu n laturi.

Aria acestui poligon este ,2
1 mlnn ⋅⋅=A  unde l este lungimea laturii, iar m  – lungimea

apotemei poligonului.
Cu cât este mai mare n, cu atât mai bine ln ⋅  aproximează lungimea cercului, iar

m – raza R a cercului. De aceea, putem considera ,2
1

discului RL ⋅=A  unde L este lungimea
cercului ce mărgineşte discul.

Prin urmare, deoarece ,2 RL π=  obţinem    2
discului Rπ=A .

Exerci\ii [i probleme

1. Calculaţi perimetrul şi aria pătratului cu laturile de:
a) 3 cm; b) 3,7 cm;

c) ;cm56 d) .cm9
27

2. Aflaţi lungimea laturii pătratului, dacă aria lui este de:
a) ;cm225 2 b) ;cm48 2

c) ;cm8
116 2 d) .cm)23( 22−

3. Calculaţi aria triunghiului dreptunghic isoscel cu catetele
de lungime:
a) 2,7 cm; b) 3,5 cm;

c) cm;)32( + d) cm.
25
25

−
+

4. Aflaţi lungimea catetei unui triunghi dreptunghic isoscel,
dacă aria lui este de:
a) ;cm72 2 b) ;cm120 2

c) ;cm12
12 2 d) .cm)552( 22−

5. Calculaţi aria dreptunghiului cu laturile de:
a) 4,4 cm şi 1,2 cm;
b) cm74  şi cm;72

c) cm)29312( +  şi cm;)29312( −

d) cm16
111  şi cm.177

256

6. Aflaţi perimetrul şi aria triunghiului dreptunghic cu
catetele de:
a) 3 dm şi 40 cm;          b) 12 cm şi 50 mm;
c) 0,8 m şi 60 cm;          d) 120 mm şi 1,2 dm.

7. Determinaţi dimensiunile dreptunghiului cu aria A  şi
perimetrul P, dacă:
a) cm;6,19,cm25,18 2 == PA

b) cm;232,cm110 2 == PA

c) cm;9
41,cm27

14 2 == PA

d) .cm36,cm32 2 == PA

8. Două loturi de pământ au formă de pătrate cu laturile de
15 m şi, respectiv, 25 m. Aflaţi cealaltă dimensiune a
unui lot de pământ de formă dreptunghiulară echivalent
cu loturile date, dacă o dimensiune este de 50 m.

9.  Lucraţi în perechi!  Fie ABCD paralelogram,
),,(d1 BCAh =  ),(d2 CDBh =  şi A – aria paralelogra-

mului. Completaţi tabelul:
AB BC 1h 2h A

15 12 10
55 5 53

7 10,5 210
18 9 162

Observăm că perimetrele obţinute sunt aproximativ egale. Este firesc, deoarece fiecare
dintre ele aproximează cu o anumită exactitate lungimea cercului de rază 1. Evident, cu cât
poligonul regulat are mai multe laturi, cu atât mai corect va fi calculată lungimea acestui
cerc.

Perimetrele calculate aproximează dublul numărului iraţional ...14159,3≈π
Deci, lungimea cercului de rază 1 este .2π

Se poate demonstra formula   RL π2=  , unde L este lungimea cercului, iar R – raza lui.

Fix=m cuno[tin\ele
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   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

19. Un poligon regulat cu n laturi are vârfurile pe un cerc
cu raza de 4 cm. Calculaţi aria poligonului, dacă:
a) ;6=n                      b) ;8=n                      c) .10=n

20. Aflaţi perimetrul şi aria pătratului cu diagonalele de:
a) cm;212        b) 18 cm;       c) cm;2a        d) x cm.

21. De câte ori se va mări aria pătratului, dacă latura lui se
va mări:
a) de 3 ori;                   b) de 7 ori;                    c) de n ori?

22. De câte ori se va micşora diagonala pătratului, dacă
aria lui se va micşora:
a) de 4 ori;           b) de 10 ori;           c) de 2)411( −  ori?

23.  Lucraţi în perechi!  De câte ori se va mări aria
dreptunghiului, dacă:
a) o latură a lui se va mări de 4 ori;
b) fiecare latură se va mări de 5 ori;
c) o latură se va mări de 8 ori, iar alta se va micşora de
3 ori?

24. Aflaţi aria trapezului isoscel ABCD cu înălţimea BH de
7 cm, dacă punctul H împarte baza AD în două segmente,
cel mai lung fiind de 9 cm.

25. Aflaţi aria unui trapez dreptunghic cu bazele de 12 cm
şi 9 cm, iar latura laterală de 6 cm.

26. Vârfurile unui trapez se află pe un cerc cu raza de 13 cm
şi centrul pe baza trapezului. Aflaţi aria trapezului, dacă
înălţimea lui este de 12 cm.

27. O diagonală a rombului a fost mărită cu 40%, alta – cu
20%. Cu câte procente s-a mărit aria rombului?

28.  Lucraţi în perechi!
Examinaţi desenul.
Ştiind că ,cm20=AB

cm18,cm12 == AMBH ,
aflaţi aria triunghiului
ABC.

10. Fie cba hhh ,,  înălţimile unui triunghi corespunzătoare
laturilor a, b, c, iar A – aria triunghiului. Completaţi
tabelul:

a b c ah bh ch A

6 12 10 5
15 12 10 9

14,4 16 12 144
24 30 21 210

11. Fie triunghiul ABC. Aflaţi aria triunghiului, dacă:
a) ;cm9,cm7,cm6 === ACBCAB
b) ;cm38,cm39,cm18 === ACBCAB
c) .90)(m,cm12,cm10 °=∠== ABCAB

12.  Lucraţi în grup!  Fie h înălţimea trapezului
ABCD cu baza mare AB. Determinaţi ariile triunghiurilor
ABC, ABD, ADC, DCB, dacă:
a) ;cm9,cm8,cm11 === hCDAB
b) ;cm55,cm54,cm57 === hCDAB

c) ;cm11,cm11
90,cm22

159 === hCDAB

d) .45)(m)(m,cm7,cm12 °=∠=∠== BAADAB

29.  Investigaţi!

Pentru 2m1  de suprafaţă se
utilizează 100 g de vopsea. De
câtă vopsea vom avea nevoie
pentru a acoperi fiecare supra-
faţă?

A

B

H CN

M

3 m

1 m

2 m1 m 1 m

6 m

3 m 10 m

13.  Lucraţi în perechi!  Fie h înălţimea, m lungimea
liniei mijlocii, iar A  aria trapezului ABCD cu baza mare
AB. Completaţi tabelul:

AB CD h m A
10 6 7
18 22 16
32 20 560

14. Aflaţi lungimea cercului şi aria discului mărginit de acest
cerc, dacă raza cercului este de:
a) 10 cm;                   b) 15 cm;                   c) 8 cm.

15. Aflaţi aria paralelogramului cu unghiul ascuţit de 45°,
dacă una dintre diagonalele lui este de 9 cm şi coincide
cu o înălţime.

16. Aria unui paralelogram cu înălţimile de 8 cm şi 6 cm
este egală cu .cm72 2  Aflaţi perimetrul paralelogra-
mului.

17. Punctul E este mijlocul laturii BC a paralelogramului
ABCD cu aria de .cm104 2  Aflaţi aria triunghiului ABE.

18. Aflaţi aria discului mărginit de un cerc cu lungimea de
.m4π

a)                                                                            b)
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    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

34. Diagonala AC a paralelogramului ABCD intersectează
înălţimea BE în punctul O, astfel încît .3

5=OE
BO  Aflaţi

aria patrulaterului BEDC, dacă aria paralelogramului

ABCD este de .cm100 2

35. Punctul E aparţine laturii AD a dreptunghiului ABCD,

astfel încît .n
m

ED
AE =  Determinaţi aria patrulaterului

BEDC, dacă aria dreptunghiului ABCD este S.

36. Centrul cercului înscris în triunghiul isoscel ABC cu
baza AC împarte înălţimea BM în raportul  .15

17  Aflaţi
perimetrul şi aria triunghiului, dacă raza cercului este
de 7,5 cm.

37. Aflaţi aria trapezului cu bazele de 7 cm şi 20 cm şi
diagonalele de 13 cm şi .cm105

38. Determinaţi mulţimea punctelor M din interiorul
triunghiului ABC isoscel cu baza AC, ştiind că

.BCMABM AA =

30. Fie paralelogramul ABCD şi punctul K situat pe dreapta
AD, astfel încât .DKAD =  Aflaţi aria paralelogramului
ABCD, dacă .cm24 2=BDKA

31. Aflaţi aria triunghiului dreptunghic, ştiind că suma
lungimilor catetelor este egală cu 11 cm, iar suma
pătratelor lor este egală cu .cm61 2

32. Calculaţi aria unui trapez cu diagonalele de 113 cm şi
17 cm, iar înălţimea de 15 cm.

33. Calculaţi raza unui disc, ştiind că aria lui este egală cu
suma ariilor a două discuri cu razele de 5 cm şi 12 cm.

A

60°
40. Determinaţi aria unui trapez cu bazele de 2 cm şi 3 cm, iar diagonalele de 3 cm şi 4 cm.

41. Bisectoarea unghiului drept al unui triunghi dreptunghic împarte ipotenuza în raportul 3 : 4. Aflaţi aria triunghiului,
dacă lungimea ipotenuzei este de 35 cm.

39. O scară se sprijină de un perete vertical sub un unghi de 60° faţă de podea. Scara
alunecă de-a lungul peretelui până atinge cu capetele de sus podeaua. Aflaţi
lungimea traiectoriei descrise de punctul A, aflat la jumătatea scării (vedeţi desenul),
dacă lungimea scării este egală cu 6 m.

A

B

D

CN

M

2cm130?

42. Punctele M şi N se află pe laturile AD şi BC ale dreptunghiului ABCD

(vedeţi desenul), astfel încât .2,25,0 == BN
CN

AM
DM  Aflaţi ,ABNMA  dacă

.cm130 2=DMNCA

47.  Lucraţi în grup!    Proiect STREAM.  Ariile în arte.

48.  Lucraţi individual!       Proiect.  Ariile în viaţa mea.

44. Într-un trapez isoscel este înscris un cerc de rază r.
Determinaţi aria trapezului, dacă baza mare este de 2 ori mai lungă decât baza mică.

45.  Lucraţi în grup!  Construiţi 4 triunghiuri necongruente echivalente.

46. Împărţiţi un triunghi în 5 triunghiuri echivalente.

43. Fie punctele ).9,4(),7,6(),5,2( −−− CBA  Aflaţi:
a) aria triunghiului ABC;
b) coordonatele punctului D, dacă ABCD este dreptunghi;
c) aria dreptunghiului ABCD.
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Varianta I

1. Completaţi:
a) Aria dreptunghiului cu laturile de 4 cm şi 8 cm este
egală cu .
b) Aria triunghiului dreptunghic având catetele de
6 cm şi 11 cm este egală cu .
c) Aria paralelogramului cu o latură de 18 cm şi înălţi-
mea corespunzătoare acestei laturi de 5 cm este ega-
lă cu .
d) Aria rombului cu diagonalele de 13 cm şi 9 cm este
egală cu .

2. ABCD este un trapez dreptunghic.

a) Determinaţi aria trapezului ABCD.
b) Aflaţi AP.
c) Aflaţi aria domeniului colorat.

3. Examinaţi desenul. Determinaţi:
a) aria discului;
b) aria domeniului colorat.

4. Fie punctele A(–7, 2), B(–3, 10), C(9, 4). Aflaţi:
a) aria triunghiului ABC;
b) coordonatele punctului D, dacă ABCD este
dreptunghi;
c) aria dreptunghiului ABCD.

Test sumativ

Varianta II

1. Completaţi:
a) Aria dreptunghiului cu laturile de 5 cm şi 7 cm este
egală cu .
b) Aria triunghiului dreptunghic având catetele de
14 cm şi 4 cm este egală cu .
c) Aria paralelogramului cu o latură de 12 cm şi înăl-
ţimea corespunzătoare acestei laturi de 6 cm este ega-
lă cu .
d) Aria rombului cu diagonalele de 11 cm şi 8 cm este
egală cu .

2. ABCD este un dreptunghi.

a) Determinaţi BF.
b) Aflaţi aria domeniului colorat.
c) Aflaţi aria triunghiului AED.

3. Examinaţi desenul. Determinaţi:
a) aria discului;
b) aria domeniului colorat.

4. Fie punctele A(–10, 4), B(2, 10), C(6, 2). Aflaţi:
a) aria triunghiului ABC;
b) coordonatele punctului D, dacă ABCD este
dreptunghi;
c) aria dreptunghiului ABCD.

Timp efectiv de lucru:45 de minute

2 x

 x

4 cm

3 cm

5 cm

B

A

C

P

D

6 cm

12 cm

9 cm

3 cm
8 cm12 cm

16 cm

4 cm

A

B

D

C

F H

5 cm

6 cm
3 cm

E
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22222 Cum reprezentăm corect un cub?

Unde este materie, este geometrie.
Johannes Kepler

Capitolul

PoliedrePoliedre33
§1. Poliedre

11111 Examinaţi suprafaţa fiecărui obiect din figura 1.

Fig. 1
a) Selectaţi obiectele mărginite doar de suprafeţe poligonale.
b) Numiţi corpurile geometrice studiate, ale căror modele reale se regăsesc în imaginile

date.
c) Care dintre corpurile geometrice studiate au feţe, muchii, vârfuri?

 Poliedrul este un corp geometric mărginit doar de suprafeţe poligonale.
Suprafeţele poligonale ale poliedrului se numesc feţe, laturile feţelor – muchii, iar
vârfurile muchiilor – vârfuri ale poliedrului.

 Segmentul cu extremităţile-vârfuri a două feţe diferite se numeşte diagonală a
poliedrului.

 Definiţie

Uneori vom numi faţa poliedrului cu numele
poligonului care mărgineşte această faţă.

 Observaţie

Fie cubul 1111 DCBABCDA  (fig. 2).
CCDD 11  este o faţă, −][ 1AA  o muchie,

D – un vârf, iar −][ 1DB  o diagonală a cubului.

• Numiţi toate celelalte elemente ale
cubului .1111 DCBABCDA

A

B
C

D

faţă

1A

1B
1C

1D

vârf

muchie
Fig. 2

 Aplicăm

Fig. 3
• Amintiţi-vă cum se calculează aria suprafeţei şi volumul cubului, apoi aflaţi aria suprafeţei

şi volumul unui cub cu muchia de 6 cm.

Construim un pătrat, apoi din centrul
lui spre dreapta-sus construim un alt
pătrat, congruent cu primul (fig. 3).
Unim vârfurile omoloage ale celor
două pătrate.
„Întrerupem” muchiile care nu se
văd în spaţiu.
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4. Determinaţi aria totală şi volumul unui cub cu latura de 3 cm.

5. Aflaţi volumul şi aria totală a unui cub care are suma lungimilor muchiilor egală cu 48 cm.

6.  Lucraţi în perechi!  Determinaţi aria totală şi volumul unui cub cu diagonala de cm.32

1. Examinaţi imaginile şi aflaţi câte feţe are fiecare poliedru:

Fix=m cuno[tin\ele
Exerci\ii [i probleme

2.  Investigaţi!  Câte diagonale are fiecare poliedru din imaginile
problemei 1?

3. Care dintre cuburile date pot avea desfăşurarea reprezentată?
Selectaţi varianta corectă de răspuns:
a) A şi B;       b) C şi D;       c) A şi D;       d) B şi D.

A B

C D

d) e)c)b)a)

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

7. O canistră are forma unui cub cu muchia de 30 cm. Care este capacitatea canistrei, măsurată în litri?

8.  Investigaţi!  Mihai doreşte să facă o cutie de forma unui cub,
dar fără capac, însă fundul cutiei să fie dublu. Care este desfă-
şurarea potrivită? Selectaţi varianta corectă de răspuns.

9. Volumul unui cub este de 125 cm3. Determinaţi aria totală a cubului.

10. Aflaţi volumul unui cub cu aria totală de 24 cm2.

11.  Lucraţi în perechi!  Cât cântăreşte un cub de gheaţă cu
muchia de 20 cm, dacă 1 dm3 de gheaţă cântăreşte 0,9 kg?

12. Suma ariilor feţelor unui cub este egală cu 216 cm2. Aflaţi lungimea diagonalei cubului.

d)
c)

b)a)

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

13. Aflaţi aria totală a unui cub cu diagonala mai lungă cu 1 cm decât muchia lui.

14. Fie cubul DCBAABCD ′′′′  cu cm.4=AB  Aflaţi:
a) distanţa de la D′  la B;           b) distanţa de la D′  la AB.

15. În cubul DCBAABCD ′′′′  punctul P este mijlocul lui ][ DC ′′  şi cm.78=AP  Aflaţi aria totală şi volumul cubului.

16.  Investigaţi!  Un plan intersectează un cub în punctele A, B, C, D, care determină
un dreptunghi. Reprezentaţi similar cum trebuie un plan să intersecteze cubul pentru ca
să determine:
a) un triunghi echilateral;     b) un hexagon regulat;     c) un trapez isoscel.

17. Un cub este format din 27 de cuburi mai mici identice. Comparaţi aria totală a cubului
mare cu aria corpului care se obţine din cubul mare înlăturând toate cuburile mici de la
vârfurile cubului mare.

D

A

C
B

33.  Lucraţi în grup!    Proiect STEAM.  Poliedre în jurul nostru.
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Orice segment cu extremităţile în planele bazelor prismei, perpendicular pe ele, se numeşte
înălţime a prismei. Lungimea acestui segment de asemenea se numeşte înălţime.

2.1. Elementele prismei. Clasificarea prismelor

Prisma este un poliedru format din două feţe congruente paralele, numite baze, şi
din toate segmentele cu extremităţile aparţinând acestor baze. Celelalte feţe ale
prismei se numesc feţe laterale. Laturile feţelor laterale se numesc muchii
laterale ale prismei.
Mulţimea punctelor prismei care nu aparţin bazelor şi nici feţelor laterale se numeşte
interiorul prismei.

De regulă, notând prisma, scriem la început literele
vârfurilor bazei inferioare, apoi literele vârfurilor bazei
superioare.

Exemplu
Prisma din figura 4 poate fi notată

.11111 EDCBABCDEA
11111 EDCBA  este o bază, DDEE 11  – o faţă laterală,

iar ][ 1EE  – o muchie laterală a acestei prisme.

• Câte muchii are prisma din figura 4?
Dar diagonale?

D

A

B

C

E

1D

1A

1B

1C

1E

bază

faţă
laterală

muchie
laterală

Fig. 4

Astfel, în cazul prismei din figura 4, 11|| EAAE  şi ],[][ 11EAAE ≡  11|| BAAB  şi
][][ 11BAAB ≡  etc.

• Utilizând teorema 1 şi criteriile paralelogramului, demonstraţi teoremele 2 şi 3.

§ 2. Prisma

11111 Doru Visătoru visează să-şi construiască o casă mare cu
piscină. Fundul piscinei va avea forma unui dreptunghi cu
dimensiunile de 10 m şi 5 m. Care va fi capacitatea piscinei,
dacă adâncimea ei va fi de 2 m?

Pentru a rezolva problema, vom studia prismele – o clasă
specială de poliedre.

Studiaţi atent paragraful şi spuneţi ce corp geometric suge-
rează piscina lui Doru.

Amintim că două plane se numesc paralele dacă ele nu au niciun punct comun.

 Definiţii

Luând în consideraţie definiţia prismei, se poate demonstra

Laturile omoloage ale bazelor prismei sunt paralele şi congruente. Teorema 1

Feţele laterale ale prismei sunt paralelograme. Teorema 2

Muchiile laterale ale prismei sunt paralele şi congruente. Teorema 3

O dreaptă este perpendiculară pe un plan dacă
ea este perpendiculară pe două drepte concurente
ale acestui plan (fig. 5). α

d

Fig. 5

 Definiţie
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Dacă muchiile laterale ale prismei sunt perpendiculare pe planele
bazelor, atunci prisma se numeşte prismă dreaptă (fig. 6 a)), în caz
contrar – prismă oblică (fig. 6 b)). Observăm că feţele laterale ale
prismei drepte sunt dreptunghiuri, iar muchiile ei laterale – înălţimi
ale acesteia.

Prisma dreaptă cu bazele poligoane regulate se numeşte prismă
regulată.

Prismele se clasifică după poligoanele bazelor: triunghiulare,
patrulatere, pentagonale, hexagonale etc.

În figura 6 b) este reprezentată o prismă pentagonală oblică.
Fig. 6

a) b)

22222 Examinaţi schema şi observaţi cum se clasifică prismele patrulatere.

• În care clasă de prisme patrulatere se includ prismele patrulatere regulate? Justificaţi.

33333 Fie paralelipipedul dreptunghic 1111 DCBABCDA  cu ,cm10=′AA  ,cm8=AD  cm6=DC
(fig. 7). Aflaţi .1CA
Rezolvare:

DA

B
C

1D1A

1B
1C

Fig. 7

 Aplicăm

222 DCADAC +=  (1),

22
1

2
1 ACAACA +=  (2),

222
1

2
1 DCADAACA ++= .

Deci,
==++= 2006810 222

1 AA
).cm(210=

Răspuns: .cm210

deoarece [AC] este diagonala drept-
unghiului ABCD.
deoarece ACA1∆  este dreptunghic
în vârful A.

substituim (1) în (2).

.21021002100200 =⋅=⋅=

a
b

c
d

Fig. 8

 Teorema 4  (Teorema lui Pitagora în spaţiu)

Pătratul diagonalei unui paralelipiped dreptunghic este
egal cu suma pătratelor celor trei dimensiuni liniare
ale acestuia:

2222 cbad ++=  (fig. 8).
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Să demonstrăm teorema 6.
Ipoteză: Fie naaa ...,,, 21  laturile bazei unei prisme drepte, iar h – înălţimea prismei (fig. 11).
Concluzie: ,hPl ⋅=A  unde ....21 naaaP +++=
Demonstraţie:

 Feţele laterale ale unei prisme drepte sunt dreptunghiuri.
 ,...21 nl AAAA +++=  unde iA  este aria feţei cu dimensiunile ia  şi h, }....,,2,1{ ni ∈
 ,haii ⋅=A  }...,,2,1{ ni ∈  (conform  şi ).
 Substituind  în , obţinem: ,...21 hahaha nl ⋅++⋅+⋅=A  },...,,2,1{ ni ∈

hPhaaa nl ⋅=⋅+++= )...( 21A  (c.c.t.d.).   

1a
2a

3a

na
h

Fig. 11

55555 Calculaţi volumul paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile ,cm4=a  ,cm3=b
.cm5=c

Rezolvare:
Baza paralelipipedului cuprinde 1234 =⋅  (pătrate), fiecare dintre ele cu aria de

2cm1  (fig. 12). Pe fiecare pătrat se poate aşeza câte un cub cu muchia de 1 cm.
Astfel, baza paralelipipedului va cuprinde 12 cuburi. Întrucât înălţimea acestui strat
este de 1 cm, iar înălţimea paralelipipedului – de 5 cm, în paralelipiped încap 5 straturi.
Prin urmare, volumul paralelipipedului dreptunghic este: ).cm(60512 3=⋅

Răspuns: .cm60 3Fig. 12

D
A

B
C

D′
A′

B′
C′

a
b

c

Fig. 9

44444 a) Reprezentaţi desfăşurarea paralelipipedului dreptunghic din figura 9.
b) Determinaţi aria suprafeţei laterale şi aria suprafeţei totale a paralelipipedului.
Rezolvare:
a) În figura 10 este reprezentată desfăşurarea paralelipipedului .DCBAABCD ′′′′
b) Fie lA  aria suprafeţei laterale, iar tA  aria totală a paralelipipedului

.DCBAABCD ′′′′

2.2. Aria lateral=, aria total= [i volumul prismei

=+++= ′′′′′′′′ AABBBBCCCCDDDDAAl AAAAA ).(222 bacbcacbcacbcac +=+=+++
=++= ′′′′ DCBAABCDlt AAAA ).(2222 abbcacabbcacababl ++=++=++A

Reuniunea feţelor laterale ale prismei se numeşte suprafaţă
laterală a prismei.

Aria suprafeţei laterale a prismei se numeşte arie laterală
a prismei şi se notează cu .lA

Aria unei baze a prismei se notează cu .bA
Aria totală a prismei este suma dintre aria laterală şi ariile

bazelor ei şi se notează .tA

DA

B C

a

b

c

c

D′A′

B′ C′

B′

c

C′ B′

A′c

A′ D′ Fig. 10

Confecţionaţi din carton o prismă regulată hexagonală cu muchiile laterale de 9 cm şi
laturile bazei de 5 cm.

Aria totală a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a, b, c este
)(2 bcacabt ++=A  (fig. 8).

 Teorema 5

AtelierAtelierAtelierAtelierAtelier

Aria laterală a unei prisme drepte este egală cu produsul dintre perimetrul bazei şi
înălţimea prismei (sau lungimea muchiei laterale).

 Teorema 6
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a

b

c

Fig. 13

Cum baza paralelipipedului dreptunghic este un dreptunghi,
formula din teorema 7 poate fi rescrisă astfel:

cb ⋅= AV   (*),
unde bab ⋅=A  este aria bazei paralelipipedului.

Volumul paralelipipedului dreptunghic este egal cu
produsul celor trei dimensiuni liniare ale acestuia:

abc=V  (fig. 13).

 Teorema 7

Generalizând rezultatul problemei, obţinem

Mai mult chiar, se poate demonstra că formula (*) este adevărată pentru orice prismă.
Prin urmare, are loc

Volumul prismei este egal cu produsul dintre aria bazei şi înălţimea prismei. Teorema 8

66666 O prismă dreaptă are bazele paralelograme cu o latură de 6 cm şi înălţimea dusă pe
această latură de 4 cm. Înălţimea prismei este de 14 cm. Aflaţi volumul prismei.

DA

B
C

D′
A′

B′ C′

cm6
Fig. 14

cm4

M

 Aplicăm

77777 Rezolvarea problemei  11111  (de la începutul paragrafului):
Capacitatea piscinei este egală cu volumul unui paralelipiped dreptunghic cu

dimensiunile de 5 m, 10 m şi 2 m. Deci, .m100m2m10m5 3=⋅⋅=V
Răspuns: .m100 3

Rezolvare:

Fie DCBAABCD ′′′′  prisma dată (fig. 14).
Atunci ,. hABCDpr ⋅= AV  unde h este înălţimea prismei.

).cm(2446 2=⋅=⋅= ADBMABCDA

).cm(3361424 3
. =⋅=prV

Răspuns: .cm336 3

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

A′ B′

C′

A B
C a)                                                       b)                                                         c)

1.  Investigaţi!  Recunoaşteţi desfăşurările corecte ale prismei triunghiulare.

2.  Lucraţi în perechi!  Ilustraţi desfăşurarea unei prisme triunghiulare regulate cu:
a) latura bazei de 2 cm şi înălţimea de 4 cm;          b) latura bazei de 3 cm şi înălţimea de 2 cm.
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6. Aflaţi aria totală a unui paralelipiped dreptunghic cu o
latură a bazei de 4 cm, aria bazei de 24 cm2 şi volumul egal
cu 168 cm3.

7. Perimetrul bazei unui paralelipiped dreptunghic este de
40 cm, iar aria lui laterală – de 400 cm2. Determinaţi vo-
lumul paralelipipedului, ştiind că lungimea bazei este cu
4 cm mai mare decât laţimea ei.

8. Un paralelipiped dreptunghic cu laturile bazei de 3 cm şi
5 cm are volumul de 90 cm3. Aflaţi aria laterală şi aria
totală a paralelipipedului.

9. Determinaţi aria laterală şi volumul unei prisme triun-
ghiulare regulate cu latura bazei de 6 cm şi înălţimea de
7 cm.

10. Volumul unei prisme triunghiulare regulate este de
36 cm3. Aflaţi aria laterală şi aria totală  a prismei, dacă
latura bazei este de 4 cm.

11. Toate muchiile unei prisme triunghiulare drepte au
lungimea egală cu 32 cm. Aflaţi volumul prismei.

12.  Lucraţi în perechi!  O prismă triunghiulară
regulată are aria bazei de .cm316 2  Aflaţi aria totală
şi volumul prismei, dacă se ştie că înălţimea prismei
este de două ori mai mică decât lungimea laturii bazei.

13. Ştiind că latura bazei unei prisme triunghiulare regu-
late este de 3 cm şi aria laterală de 45 cm2, aflaţi volumul
acestei prisme.

14. Perimetrul bazei unei prisme triunghiulare regulate este
de 15 cm. Determinaţi aria totală şi volumul prismei,
dacă înălţimea prismei este de 7 cm.

4. Aflaţi aria totală şi volumul unui paralelipiped drept-
unghic cu laturile bazei de 6 cm, 7 cm şi înălţimea de
5 cm.

5. Determinaţi aria laterală, aria totală şi lungimea diagona-
lei unui paralelipiped dreptunghic cu o latură a bazei de
8 cm, aria bazei de 40 cm2 şi volumul de 240 cm3.

15. Diagonalele a 3 feţe diferite ale unui paralelipiped
dreptunghic au lungimile egale respectiv cu 1 cm, 2 cm,
3 cm. Aflaţi lungimea diagonalei paralelipipedului.

16. Determinaţi aria laterală, aria totală şi volumul unei
prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 4 cm şi
înălţimea de 7 cm.

17. Determinaţi volumul unei prisme patrulatere regulate
cu aria bazei de 25 cm2 şi aria laterală de 160 cm2.

18. O prismă patrulateră regulată are latura bazei de 6 cm şi
volumul de 432 cm3. Determinaţi aria laterală şi aria to-
tală a prismei.

19. O bară metalică are forma unei prisme triunghiulare regu-
late cu lungimea laturii bazei de 10 cm şi înălţimea de
1 m. Determinaţi masa barei, ştiind că densitatea meta-
lului este de 7600 kg/m3.

20. Diagonala feţei laterale a unei prisme patrulatere regu-
late este de 13 cm. Ştiind că aria bazei este de 25 cm2,
determinaţi volumul şi aria totală a prismei.

21. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de
128 cm3, iar înălţimea ei – de 8 cm. Determinaţi aria
laterală şi aria totală a prismei.

22. Latura bazei unei prisme hexagonale regulate este de
3 cm, iar înălţimea prismei – de 5 cm. Aflaţi aria laterală,
aria totală şi volumul prismei.

23. Determinaţi aria totală a unei prisme hexagonale regu-
late cu aria bazei de 2cm354  şi volumul de 324 cm3.

24. Aflaţi volumul unei prisme hexagonale regulate cu
înălţimea de 5 cm şi aria laterală de 120 cm2.

3. Copiaţi tabelul şi completaţi cu Da doar dacă corpul geometric are proprietatea respectivă.

Prisma
patrulateră
(arbitrară)

Prisma
patrulateră

dreaptă

Prisma
patrulateră

regulată

Paraleli-
piped

(arbitrar)

Paraleli-
piped drept
(arbitrar)

Paralelipiped
dreptunghic Cub

Are bazele patrulatere Da Da Da Da Da Da Da
Are muchiile laterale perpendiculare pe baze Da Da
Are bazele paralelograme

Are bazele dreptunghiuri

Are feţele laterale paralelograme

Are bazele pătrate

Are feţele laterale pătrate
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a) b)

d)c)

25.  Investigaţi!  Care din următoarele imagini nu poate fi desfăşurarea unui paralelipiped dreptunghic?

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

cm
5

cm4 cm8

A

B C

D

1A

1B 1C

1D

32. Un bidon de forma unui paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile de 10 cm, 15 cm şi 20 cm, este plin cu apă. El se
goleşte într-un vas cubic cu muchia de 50 cm. Până la ce înălţime se ridică apa?

33. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proporţionale cu numerele 2, 3, 5 şi volumul de 240 cm3. Aflaţi:
a) diagonala paralelipipedului;                                                    b) aria totală a paralelipipedului.

34. O cutie are forma unui paralelipiped dreptunghic, notat DCBAABCD ′′′′ . O furnică porneşte din punctul A şi merge pe
suprafaţa laterală a cutiei până în punctul C′  pe drumul cel mai scurt.  Ştiind că  AB = 8 cm, BC = 4 cm şi 312=′AA
cm, aflaţi:
a) aria laterală, aria totală şi volumul paralelipipedului;          b) lungimea drumului.

35. Fie CBAABC ′′′  o prismă triunghiulară regulată  cu  latura bazei AB = 8 cm şi diagonala feţei laterale de 10 cm. Calculaţi
aria totală a prismei şi volumul ei.

36. (*EG, 2021) O canistră are forma unui cub cu diagonala de 3  dm. Determinaţi capacitatea în dm3 a canistrei.

37. (*EG, 2016) O piscină are forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 4 m şi înălţimea de 2 m. Pentru a placa
cu gresie pereţii şi fundul piscinei se foloseşte adeziv. Cu adezivul dintr-un sac pot fi montaţi 4 m2 de gresie. Determinaţi
numărul de saci cu adeziv necesari pentru a placa cu gresie piscina.

38. Pe o masă sunt 3 cuburi. Muchiile a două dintre ele sunt de 5 cm şi 12 cm. Determinaţi lungimea muchiei celui de-al
treilea cub, dacă se ştie că pentru a vopsi suprafaţa celui de-al treilea cub se foloseţte aceiaşi cantitate de vopsea câtă
ar fi necesară pentru a vopsi suprafaţa celorlalte 2 cuburi.

39. (*EG, 2019) O piesă metalică în formă de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 4 cm, 6 cm şi 9 cm a fost topită
şi transformată într-un cub. Determinaţi lungimea muchiei cubului.

26. În imagine sunt reprezentate doar două feţe din desfăşurarea unui
paralelipiped dreptunghic. Aflaţi volumul paralelipipedului.

27. Diagonalele feţelor unui paralelipiped dreptunghic au lungimile de 41 cm,
264 cm şi respectiv 175 cm. Aflaţi volumul paralelipipedului.

28. Perimetrul bazei unei prisme hexagonale regulate este de 18 cm, iar aria ei
laterală – de .cm3162 2  Calculaţi volumul acestei prisme.

29.  Lucraţi în perechi!  Fie prisma dreaptă 1111 DCBABCDA  (vezi desenul).
Aflaţi aria ei laterală dacă ,cm3 2

11
=CCAAA  ,cm4 2

11
=DDBBA  dacă ABCD este

romb.

30. Aflaţi aria laterală şi aria totală a unei pisme hexagonale regulate cu latura
bazei de 2 cm şi volumul de .cm360 3

31. Feţele unui paralelipiped dreptunghic au ariile respectiv egale cu 22 m6,m6
şi .m4 2  Aflaţi volumul paralelipipedului.
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• Utilizând teorema lui Pitagora şi congruenţa triunghiurilor, demonstraţi

Înălţimea unei feţe laterale trasată din vârful piramidei regulate se numeşte apotemă a
acestei piramide.

• În pofida faptului că piramidele triunghiulare se mai numesc tetraedre, termenul tetraedru
regulat nu se utilizează în cazul oricărei piramide triunghiulare regulate.

11111 Acoperişul unui turn are forma unei piramide patrulatere cu
laturile bazei de 10 m şi muchiile laterale congruente de 13 m.
Câte cutii cu vopsea sunt necesare pentru acest acoperiş, dacă
o cutie ajunge pentru o suprafaţă de ?m10 2

Pentru a rezolva problema, vom studia o altă clasă specială
de poliedre, numite piramide.

3.1. Elementele piramidei. Clasificarea piramidelor

Piramida este un poliedru format dintr-o suprafaţă poligonală, numită baza piramidei,
un punct care nu aparţine bazei, numit vârful piramidei, şi toate segmentele cu o
extremitate în vârful piramidei, iar cealaltă aparţinând bazei.

Segmentul cu o extremitate în vârful piramidei, cealaltă apar-
ţinând planului bazei şi perpendicular pe această bază se numeşte
înălţime a piramidei. Lungimea acestui segment de asemenea se
numeşte înălţime a piramidei.

Feţele laterale ale piramidei sunt triunghiuri cu un vârf în vârful
piramidei. Segmentele ce unesc vârful piramidei cu vârfurile bazei
se numesc muchii laterale ale piramidei.

Mulţimea punctelor piramidei care nu aparţin bazei şi nici feţelor
laterale se numeşte interiorul piramidei.

De regulă, notând piramida, scriem la început litera de la vârful
piramidei, apoi literele vârfurilor bazei acesteia.

Exemplu
Piramida din figura 15 poate fi notată SABCD.
ABCD este baza, S – vârful, ABS – o faţă laterală, [SB] – o

muchie a acestei piramide.
Dacă [SM] este perpendicular pe bază, atunci [SM] este

înălţimea piramidei SABCD.

DA

B

C

S
vârf

faţă
laterală

muchie
laterală

bază

Fig. 15

M

înălţime

§ 3. Piramida. Trunchiul de piramid=

 Definiţie

Muchiile laterale ale unei piramide regulate sunt congruente. Teorema 9

Piramidele se clasifică după poligoanele bazei: piramide triunghiulare (tetraedre), patru-
latere, pentagonale, hexagonale, heptagonale etc.

O piramidă se numeşte regulată, dacă baza ei este un poligon regulat, iar baza înălţimii
coincide cu centrul acestui poligon.

 Definiţie
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• Formulaţi câteva caracteristici sau proprietăţi ale tetraedrului regulat.
Exemplu
Feţele tetraedrului regulat sunt triunghiuri echilaterale congruente.

22222 Cum reprezentăm corect o piramidă?
Construim cu rigla şi creionul baza piramidei (fig. 16).
Construim vârful piramidei. În cazul piramidei regulate, găsim centrul bazei, apoi,
pe verticala construită din acest punct, marcăm vârful piramidei.

 Unim vârful piramidei cu vârfurile bazei.
„Întrerupem” muchiile care nu se văd în spaţiu şi ştergem liniile auxiliare.

Un tetraedru cu toate muchiile congruente se numeşte tetraedru regulat. Definiţie

Fig. 16

S S S

3.2. Aria lateral=, aria total= [i volumul piramidei

33333 a) În figura 17 este reprezentată piramida regulată SABCD.
Construiţi schematic desfăşurarea ei.
b) Determinaţi aria laterală a piramidei SABCD, dacă latura

bazei este a, iar apotema piramidei este l.
Rezolvare:

DA

B C
M

S

l

a

Fig. 17

DA

B C

1S l
a

2S

3S

4S

Fig. 18

a a

a

l

l

l

a) În figura 18 este reprezentată desfăşurarea piramidei
SABCD.

Evident, triunghiurile ,1BAS  ,2CBS  ,3DCS  ADS4  sunt triun-
ghiuri isoscele şi congruente între ele.

b) Aria laterală )( lA  a piramidei este egală cu suma ariilor
triunghiurilor isoscele din figura 18.

.2
1

1
laBAS ⋅=A

Deci, .22
14 alall =⋅=A

Răspuns: .2all =A
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• Rezolvarea problemei  11111     :
Pentru a afla suprafaţa acoperişului, trebuie să calcu-

lăm aria laterală a unei piramide patrulatere regulate
SABCD cu latura bazei de 10 m şi muchia laterală de 13 m
(fig. 20).

Fie ][SM  apotema piramidei.
DA

B C
M

S

Fig. 20

 2410:240 =  (cutii).
Răspuns: 24 de cutii cu vopsea.

22 DMSDSM −= , deoarece SMD∆  este dreptunghic
în M.

).m(12513 22 =−=SM

,2
1 SMPl ⋅=A

)m(24012402
1 2=⋅⋅=lA . perimetrul bazei este egal cu 40 m.

P este perimetrul bazei.

44444 Care este volumul piramidei examinate în problema  11111      ?
Pentru a afla răspunsul, vom examina mai întâi următoarea teoremă.

Deoarece aP 4=  este egal cu perimetrul bazei piramidei, răspunsul problemei poate fi
scris şi astfel: ,2

1 lPl ⋅=A  unde P este perimetrul bazei piramidei.

Reuniunea feţelor laterale ale piramidei se numeşte suprafaţă laterală a piramidei.
Aria suprafeţei laterale a piramidei se numeşte arie laterală a piramidei.
Aria totală a piramidei este suma dintre aria laterală şi aria bazei.

l

a a

a

aP 3=

Fig. 19

 Observaţie

Aria laterală a unei piramide regulate este egală cu
semiprodusul dintre perimetrul bazei şi apotema pira-
midei (fig. 19).

,2
1 lPl ⋅=A

unde p este perimetrul bazei.

 Teorema 10

 Aplicăm

Volumul piramidei este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei şi înălţimea
piramidei.

 Teorema 11

 Lucraţi în perechi!
a) Reprezentaţi un tetraedru regulat.
b) Desenaţi desfăşurarea acestui tetraedru ştiind că muchia lui este de 8 cm.
c) Aflaţi lungimea apotemei tetraedrului.
d) Calculaţi aria suprafeţei totale a teraedrului.
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A

B
C

D

S

m10
Fig. 21

O

 Aplicăm

Un plan care este paralel cu planul bazei piramidei şi intersectează piramida, o împarte în
două poliedre – un trunchi de piramidă şi o piramidă mai mică.

Feţele paralele ale trunchiului de piramidă se numesc baze.
Orice segment cu extremităţile aparţinând bazelor trunchiului de piramidă şi perpendicu-

lar pe ele se numeşte înălţime a trunchiului de piramidă. Lungimea acestui segment de
asemenea se numeşte înălţime.

Bazele trunchiului de piramidă sunt poligoane asemenea. Feţele laterale sunt trapeze.
De regulă, notând trunchiul de piramidă, scriem la început literele bazei mari, apoi literele

bazei mici.

3.3. Trunchiul de piramid=

De exemplu, trunchiul de piramidă din figura 22 poate
fi notat .11111 EDCBABCDEA

Poligoanele ABCDE şi 11111 EDCBA  sunt respectiv baza
mare şi baza mică, EEAA 11  – o faţă laterală.

Dacă ][ 1OO  este perpendicular pe baze, atunci ][ 1OO
este o înălţime a trunchiului de piramidă.

Trunchiul de piramidă regulată are bazele poligoane
regulate. Feţele lui laterale sunt trapeze congruente.

Înălţimile feţelor laterale ale unui trunchi de piramidă
regulată se numesc apotemele trunchiului de piramidă.
De exemplu, ][ 1MM  este o apotemă a acestui trunchi de
piramidă (fig. 22).

Trunchiurile de piramidă se clasifică după poligoanele
bazelor: trunchiuri de piramide triunghiulare, patrulatere, pentagonale, hexagonale,
heptagonale etc.

Trunchiul de piramidă este desfăşurabil.

A

B

C

DE

1A
1B

1C

1D1E

O

1O

faţă
laterală

baza
mare

apotemă

baza mică

Fig. 22

M

1M

• Rezolvarea problemei  44444 :
Aflăm volumul piramidei patrulatere regulate SABCD
(fig. 21) cu latura bazei de 10 m şi muchia de 13 m.

 Fie O punctul de intersecţie a diagonalelor bazei
ABCD. Atunci [SO] este înălţimea piramidei SABCD

 )m(252102
1

2
1 =⋅== ACAO

 )m(1195016922 =−=−= AOASSO

 )m(3
119100119103

1
3
1 32 =⋅⋅=⋅= SObpir AV

Răspuns: .m3
119100 3

deoarece SABCD este
o piramidă regulată.
deoarece diagonala
pătratului cu latura a
este egală cu 2a .
deoarece [SO] este o
catetă a triunghiului
dreptunghic SOA.
conform teoremei 11.
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L

K

O

M

N

R

QP

55555 Cum reprezentăm corect un trunchi de piramidă?

Exerci\ii [i probleme

Fix=m cuno[tin\ele

7. Apotema unei piramide patrulatere regulate este de

3 cm, înălţimea  ei – de ,cm2
33  iar aria laterală – de

18 cm. Aflaţi volumul piramidei.

8. Determinaţi aria laterală şi volumul unei piramide
patrulatere regulate cu latura bazei de 6 cm, apotema de
5 cm şi înălţimea de 4 cm.

9. Înălţimea unei piramide patrulatere regulate este de
12 cm, perimetrul bazei piramidei – de 40 cm, iar apotema
ei – de 13 cm. Aflaţi aria totală şi volumul piramidei.

1. Aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este egală
cu ,cm39 2  iar apotema piramidei – cu 5 cm. Aflaţi aria
laterală a piramidei.

2. Perimetrul bazei unei piramide triunghiulare regulate
este de cm,318  înălţimea – de 4 cm, iar apotema
piramidei – de 5 cm. Determinaţi aria laterală, aria totală
şi volumul piramidei.

3. Volumul unei piramide triunghiulare regulate este de
,cm33 3  înălţimea ei – de 1 cm, iar apotema piramidei –

de 2 cm. Aflaţi aria laterală a piramidei.

4. Aria bazei unei piramide triunghiulare regulate este
de ,cm336 2  apotema ei – de 4 cm, iar înălţimea pira-
midei – de 2 cm. Determinaţi aria totală şi volumul
piramidei.

6.  Lucraţi în perechi!  Care dintre următoarele figuri nu reprezintă desfăşurarea unei piramide?

5. Calculaţi aria totală a unei piramide triunghiulare regulate cu apotema de 4 cm şi aria bazei de .cm327 2

10. Aflaţi aria totală şi volumul unei piramide patrulatere
regulate cu aria bazei de 36 cm2, apotema de 6 cm şi
înălţimea de .cm33

11. Latura bazei unei piramide patrulatere regulate este de
8 cm, apotema ei – de 5 cm, iar înălţimea – de 3 cm.
Determinaţi aria laterală, aria totală şi volumul piramidei.

12. Aflaţi aria totală şi volumul unei piramide hexagonale
regulate cu latura bazei de 4 cm, înălţimea de 2 cm şi
apotema de 4 cm.

Fig. 23

Construim cu rigla şi creionul o piramidă (fig. 23).
Marcăm pe o muchie laterală un punct şi din acel
punct construim un poligon cu laturile respectiv
paralele cu laturile bazelor piramidei.
Cu guma ştergem muchiile laterale ale piramidei
mai mici.

13. Reprezentaţi un trunchi de piramidă:
a) triunghiulară;     b) patrulateră;     c) pentagonală.

14. În figură este reprezentat un trunchi de piramidă. Identificaţi:
a) bazele;
b) feţele laterale;
c) muchiile laterale.

a)                                      b)                                        c)                                  d)
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15. Luând în consideraţie proprietăţile ce ţin de bazele
şi feţele laterale ale unui trunchi de piramidă, stabi-
liţi care dintre următoarele reprezentări poate fi
desfăşurarea unui trunchi de piramidă patrulateră.

16. Ilustraţi desfăşurarea unui trunchi de piramidă:
a) triunghiulară regulată;
b) patrulateră cu bazele paralelograme;
c) patrulateră cu bazele trapeze.

17.  Investigaţi!  Un poliedru are (numai) două feţe paralele, celelalte fiind trapeze. Decideţi dacă poliedrul este
trunchi de piramidă, ştiind că cele două feţe paralele sunt:
a) triunghiuri asemenea; b) triunghiuri echilaterale;
c) pătrate; d) poligoane regulate cu acelaşi număr de laturi.

a) b)

A

D

B

C

A′

D′

B′

C′

18. Fie o piramidă patrulateră regulată cu latura bazei a,
apotema l, perimetrul bazei P, aria laterală lA  şi aria
totală .A  Aflaţi:
a) lAP ,  şi ,A  dacă ;m12,m6 == la
b) P,l  şi ,lA  dacă ;m689,m13 2== Aa
c) ,,, APa  dacă ;m288,m16 2== ll A
d) ,,, Ala  dacă ;m396,m44 2== lAP
e) ,,, Pka  dacă .m416,m352 22 == AAl

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

21.  Lucraţi în perechi!  Lungimea muchiei cubului din imagine este de .cm34
Determinaţi înălţimea tetraedrului BDAA ′′′  ( BDA ′′′  este baza tetraedrului).

22. Volumul unei piramide hexagonale regulate este egal cu ,cm348 3  înălţimea
piramidei – cu 3 cm, iar apotema este congruentă cu latura bazei. Determinaţi aria
totală a piramidei.

23. Aria laterală a unei piramide hexagonale regulate este egală cu 192 cm2, înălţimea
ei – cu 4 cm, iar apotema piramidei este congruentă cu latura bazei. Determinaţi
volumul piramidei.

24. Lungimea muchiei cubului din imagine este de 16 cm. Vârful M al piramidei MABCD
este centrul feţei DCBA ′′′′  a cubului. Aflaţi raportul dintre aria laterală şi aria
bazei piramidei.

25. Latura bazei unei piramide hexagonale regulate este congruentă cu înălţimea
piramidei. Determinaţi aria laterală şi volumul piramidei, dacă înălţimea piramidei
este de 10 cm, iar apotema ei – de .cm75

19. Aria bazei unei piramide hexagonale regulate este egală
cu ,cm348 2  iar apotema piramidei – cu 5 cm. Aflaţi
aria laterală a piramidei.

20. Piramida lui Kheops a avut iniţial înălţimea de 147,5 m
şi latura pătratului bazei de 232 m. Raportul dintre
lungimea apotemei VM şi segmentul OM, unde V este
vârful piramidei, iar O – centrul bazei, este un număr
renumit, utilizat în arhitectură încă din Antichitate. Aflaţi

acest raport şi comparaţi-l cu .2
15 +

A

D

B

C

A′

D′

B′

C′
M

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

26. Înălţimea unei piramide patrulatere regulate este de 8 cm, iar lungimea laturii bazei – de 12 cm. Aflaţi aria totală şi
volumul piramidei.

27. Fie ABCD un tetraedru regulat, AB = 4 cm şi 321 ,, GGG  centrele de greutate ale triunghiurilor DBC, DAC şi respec-
tiv DAB. a) Aflaţi aria totală şi volumul tetraedrului.

b) Aflaţi raportul dintre aria triunghiului 321 GGG  şi aria triunghiului ABC.
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Fix=m cuno[tin\ele

1. Aflaţi suma măsurilor unghiurilor poligoanelor care
formează feţele unei:
a) piramide triunghiulare;
b) prisme patrulatere;               c) prisme pentagonale.

2. Determinaţi înălţimea unui tetraedru regulat cu muchia
de 10 cm.

3. Aflaţi volumul unui tetraedru regulat cu muchia de 8 cm.
4. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt de

7 cm, 4 cm, 8 cm. Determinaţi aria totală şi volumul
paralelipipedului.

5. Volumul unui cub este de 216 cm3. Aflaţi aria totală a
cubului.

6. O prismă triunghiulară regulată are muchia bazei de 4 cm
şi înălţimea de 8 cm. Determinaţi aria laterală şi volumul ei.

7. O prismă hexagonală regulată are muchia bazei de 2 cm,
iar feţele laterale sunt pătrate. Aflaţi aria laterală şi volu-
mul prismei.

8. Fie ABCDEF o prismă dreaptă cu baza ABC triunghi
dreptunghic. Înălţimea prismei este congruentă cu ipote-
nuza AC a bazei şi cm,12=AB  cm.9=BC  Determinaţi:
a) aria totală şi volumul prismei;
b) aria triunghiului EBM, unde M este mijlocul mu-
chiei AC.

Exerci\ii [i probleme recapitulative

9.  Investigaţi!
Câte diagonale are un trunchi de piramidă:
a) pentagonală;
b) ale cărui baze sunt poligoane cu n laturi?

10. Fie CBAABC ′′′  o prismă triunghiulară regulată. Ştiind
că distanţa dintre centrele a două feţe laterale este de
4 cm şi aria laterală – de  ,cm396 2  aflaţi:
a) înălţimea prismei;
b) volumul prismei.

11. Toate muchiile prismei regulate CBAABC ′′′  sunt de
3 cm. Determinaţi lungimea segmentului AD, unde D
este mijlocul muchiei .CB ′′

12. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile bazei
de 15 cm şi 5 cm, iar aria lui laterală este de două ori mai
mare decât aria bazei. Aflaţi înălţimea şi volumul
paralelipipedului.

13. Fie un cub cu diagonala de 3 cm. Unind centrul cubului
cu vârfurile lui, se obţin 6 piramide congruente. Ce
volum are fiecare dintre aceste piramide?

14. Fie CBAABC ′′′  o prismă triunghiulară. Triunghiul ABC
are două laturi de 17 cm şi 24 cm, iar măsura unghiului
format de ele este de 30°. Ştiind că înălţimea prismei
este de 12 cm, aflaţi volumul ei.

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

15. Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este egală cu 24 cm, lungimea diagonalei – cu 18 cm. Determinaţi
aria totală a paralelipipedului.

16. Fie cubul ,DCBAABCD ′′′′  M – mijlocul lui ],[ DA ′′  iar P – mijlocul lui ].[AB  Ştiind că cm,34=MP  aflaţi lungimea
muchiei şi volumul cubului.

17. Suma muchiilor concurente într-un singur vârf al unui paralelipiped dreptunghic este de 15 cm, iar diagonala lui –
de .cm77  Determinaţi aria totală a paralelipipedului.

18. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de 175 cm3, iar înălţimea ei – de 7 cm. Determinaţi lungimea diagonalei şi
aria totală a prismei.

31.  Lucraţi individual! Proiect.  Poliedre în casa mea.

28. Înălţimea unui tetraedru regulat este de 8 cm. Aflaţi volumul tetraedrului.

29. Ana a cumpărat lapte în 2 pachete de forma unei piramide patrulatere regulate cu latura bazei de 10 cm şi înălţimea de
9 cm, iar Mihai – într-un pachet de forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 5 cm şi înălţimea de 25 cm.
Determinaţi cine a cumpărat o cantitate mai mare de lapte.

30. (*EG, 2020) Într-o piramidă patrulateră regulată cu volumul de 36 cm3, înălţimea este de 2 ori mai mică decât muchia
bazei. Determinaţi lungimea michiei bazei.
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    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

21. O suprafaţă de forma unui triunghi echilateral cu
înălţimea de cm34  reprezintă desfăşurarea unui
tetraedru. Determinaţi aria totală şi volumul tetraedrului.

22. Fie piramida triunghiulară regulată VABC cu baza ABC
şi cm,212=AB  .cm12=AV
a) Aflaţi înălţimea triunghiului ABC.
b) Determinaţi înălţimea piramidei.
c) Aflaţi volumul piramidei.

23*. Un trunchi de piramidă patrulateră regulată provine
dintr-o piramidă cu înălţimea de 12 cm şi latura bazei de
8 cm. Determinaţi lungimea muchiei laterale a trun-
chiului, ştiind că el are înălţimea de 4 cm.

24. Aria totală a unui tetraedru regulat este egală cu .cm36 2

Aflaţi volumul tetraedrului.

Varianta I

1. Un vas de forma unui paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunile bazei de 10 cm şi 15 cm şi înălţimea de
20 cm este plin cu apă.
a) Reprezentaţi desfăşurarea paralelipipedului la sca-
ra 1: 5.
b) Aflaţi aria laterală a paralelipipedului.
c) Câţi litri de apă sunt în vas?
d) Apa din vas se toarnă într-un vas cubic cu muchia
de 20 cm. La ce înălţime s-a ridicat apa în vasul cubic?
e) Aflaţi raportul dintre capacitatea vasului cubic şi a
celui paralelipipedic.

2. Un corp metalic are forma unui tetraedru regulat.
a) Aflaţi lungimea unei muchii a tetraedrului, dacă suma
lungimilor tuturor  muchiilor este egală cu 54 cm.
b) Reprezentaţi desfăşurarea tetraedrului.
c) Aflaţi suprafaţa totală a corpului.
d) Care este înălţimea tetraedrului?
e) Corpul a fost topit şi din metalul obţinut au fost
create piese – tetraedre regulate cu muchia de 3 cm.
Câte piese au fost confecţionate?

3. Abajurul unei lămpi de masă
de forma unui trunchi de pira-
midă patrulateră regulată fără
baze (vezi desenul) se con-
fecţionează din pânză.
Va ajunge oare o bucată de
pânză de forma unui pătrat
cu latura de 50 cm?

Test sumativ

Varianta II

1. O vază de forma unei prisme triunghiulare regulate cu
latura bazei de 12 cm şi înălţimea de 30 cm este pe
jumătate plină cu apă.
a) Reprezentaţi desfăşurarea prismei la scara 1: 3.
b) Aflaţi aria laterală a prismei.
c) Câţi litri de apă sunt în vază?
d) Apa din vază se toarnă într-un vas cubic cu muchia
de 20 cm. La ce înălţime s-a ridicat apa în vasul cubic?
e) Aflaţi raportul dintre capacitatea vasului cubic şi a
vazei.

2. Un corp metalic are forma unui tetraedru regulat.
a) Aflaţi lungimea unei muchii a tetraedrului, dacă suma
lungimilor tuturor  muchiilor este egală cu 72 cm.
b) Reprezentaţi desfăşurarea tetraedrului.
c) Aflaţi suprafaţa totală a corpului.
d) Care este înălţimea tetraedrului?
e) Corpul a fost topit şi din metalul obţinut au fost
create piese – tetraedre regulate cu muchia de 6 cm.
Câte piese au fost confecţionate?

3. O lustră de forma unui
trunchi de piramidă patru-
lateră regulată fără baze
(vezi desenul) se confec-
ţionează din sticlă. Va
ajunge oare o bucată de
sticlă de forma unui pătrat
cu latura de 30 cm?

Timp efectiv de lucru:45 de minute

8 cm

26 cm

28 cm

60°
17 cm

12 cm

19. O prismă hexagonală regulată are muchia bazei de 6 cm şi înălţimea de 8 cm. Determinaţi lungimea diagonalelor prismei,
aria totală şi volumul ei.

20.  Lucraţi în perechi!  Fie paralelipipedul dreptunghic DCBAABCD ′′′′  cu  ,cm12=AB  .cm35=BC  Aria
secţiunii determinate de muchiile AA ′  şi CC ′  este egală cu 370 cm2. Determinaţi aria laterală şi volumul paralelipipedului.
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§1. Cilindrul (circular drept)

Geometria atrage sufletul spre adevăr şi creează
spiritul filosofiei.

Platon

Capitolul

Corpuri rotundeCorpuri rotunde44

11111 Administraţia unei benzinării a hotărât să
vopsească cele 10 cisterne (de formă cilin-
drică) ale automobilelor cu care se transportă
carburanţi. Fiecare cisternă are lungimea de
14 m şi diametrul bazei de 2 m. Câte cutii de
vopsea sunt necesare, dacă o cutie ajunge
pentru o suprafaţă de 15 m2?

În practică, în afară de poliedre, se întâlnesc corpuri mărginite total sau parţial de suprafeţe
neplane: sfera, cilindrul, conul etc., numite corpuri rotunde. Ca şi în cazul poliedrelor,
acestea au un şir de proprietăţi interesante. De exemplu, dintre toate corpurile geometrice
cu aceeaşi suprafaţă totală, sfera are volumul maxim.

Deoarece suprafeţele corpurilor rotunde se obţin (după cum veţi vedea) prin rotaţii com-
plete ale unor figuri geometrice în jurul unei drepte, corpurile în cauză se mai numesc corpuri
de rotaţie.

14  m

2  
m

1.1.  Elementele cilindrului

Corpul geometric format din două discuri con-
gruente, situate în plane paralele, şi din toate seg-
mentele cu extremităţile aparţinând acestor discuri
se numeşte cilindru circular (fig. 1).
Cele două discuri ale cilindrului circular se numesc
baze ale cilindrului.

 Definiţie
1D

D

α

1α

Fig. 1

Orice segment cu extremităţile în planele ba-
zelor cilindrului, perpendicular pe ele, se numeşte
înălţime a cilindrului. Lungimea acestui segment
de asemenea se numeşte înălţime.

De exemplu, în figura 2 este reprezentat un
cilindru cu bazele D ),( OMO  şi 1D ).,( 111 MOO

Fie C  şi 1C  cercurile care mărginesc discurile
D  şi 1D .

1M

HO
M

1H1O

generatoare

bază

înălţime

Fig. 2
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Segmentele paralele cu dreapta ,1OO  ale cărei extremităţi aparţin cercurilor 1C  şi ,2C
se numesc generatoare ale cilindrului.

Astfel, în figura 2 segmentul 1MM  este o generatoare a cilindrului.
Mulţimea tuturor generatoarelor cilindrului se numeşte suprafaţa laterală a cilindrului,

iar mulţimea punctelor lui, care nu aparţin bazelor şi nici suprafeţei laterale, se numeşte
interiorul cilindrului.

Dacă generatoarele unui cilindru circular sunt
perpendiculare pe planele bazelor, atunci cilindrul
se numeşte cilindru circular drept (fig. 3 a)), în caz
contrar – cilindru circular oblic (fig. 3 b)).

Observăm că generatoarele cilindrului circular
drept sunt înălţimi ale acestuia. Fig. 3a) b)

1. În clasa a IX-a vom cerceta numai cilindrul circular drept, pe care îl vom numi, pe
scurt, cilindru.
2. În practică, mai frecvent se întâlnesc probleme ce ţin de suprafaţa cilindrului.
De aceea, pentru a scurta exprimarea, prin cilindru uneori vom înţelege numai supra-
faţa sa.

 Observaţii

22222 Descrieţi ce obţineţi la rotaţia completă a dreptunghiului ABCD
în jurul dreptei AB.
Rezolvare:
La rotaţia completă a dreptunghiului ABCD în jurul dreptei AB

se obţine un cilindru cu înălţimea AB şi raza bazei AD (fig. 4). A

Fig. 4

B C

D

1.2.  Desf=[urarea cilindrului. Sec\iuni

11111 Desfăşuraţi un cilindru şi examinaţi ce obţineţi.
Rezolvare:
Tăind suprafaţa laterală a cilindrului după o

generatoare, obţinem o suprafaţă dreptunghiu-
lară (fig. 5). Dimensiunile acestui dreptunghi sunt
egale cu lungimea cercurilor bazelor şi lungimea
generatoarelor cilindrului. Prin urmare, desfăşu-
rarea cilindrului constă din două discuri de raze
egale şi o suprafaţă dreptunghiulară, având o
dimensiune egală cu lungimea unuia dintre aceste
discuri, iar alta – cu lungimea generatoarei lui.

h h

2πR

Fig. 5

desfăşurarea
suprafeţei

laterale

desfăşurările
bazelor

R

R

AtelierAtelierAtelierAtelierAtelier Confecţionaţi din carton un cilindru circular drept cu înălţimea de 15 cm şi raza bazei de
5 cm.
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22222 Descrieţi ce obţineţi intersectând cilindrul cu un plan ce conţine
centrele bazelor cilindrului.
Rezolvare:
Fie 1O  şi 2O  centrele bazelor cilindrului. Intersecţia cilindrului cu

un plan ce conţine dreapta 21OO  este o suprafaţă dreptunghiulară
ABCD cu dimensiunile egale cu înălţimea cilindrului şi diametrul
bazelor (fig. 6).

Suprafaţa dreptunghiulară ABCD se numeşte secţiune axială a cilindrului, iar dreapta
21OO  – axa de simetrie a cilindrului.

A

Fig. 6

O1

O2

B

C

D

 Observaţie

 Aplicăm • Un cilindru circular drept cu raza bazei de 10 cm şi generatoarea de 16 cm este secţionat
paralel cu axa de simetrie a cilindrului (fig. 7). La ce distanţă de la această dreaptă se află
secţiunea, dacă aria ei este de 2cm192 ?

Rezolvare:
Secţiunea dată este o suprafaţă dreptunghiulară ABCD, având o dimensiune egală cu

lungimea generatoarei cilindrului.

Deci, ).cm(1216
192 ===⇒⋅= ADDCDCAD ABCD

ABCD
A

A

Fie MO1  înălţimea triunghiului isoscel CDO1  cu .cm1011 == CODO
MO1  este distanţa de la axa 21OO  până la secţiune.

Astfel, .cm)(8361002

2
2

11 =−=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−= DCDOMO

Răspuns: 8 cm.

A

B

C

D

1O

2O

M

Fig. 7

1.3.  Aria lateral=, aria total= [i volumul cilindrului

11111 Fie r raza bazei unui cilindru, iar h lungimea generatoarei (înălţimea) lui. Aflaţi aria
suprafeţei laterale a cilindrului.
Rezolvare:
Deoarece desfăşurarea suprafeţei laterale a cilindrului este o suprafaţă dreptunghiulară

cu dimensiunile rπ2  (lungimea bazei) şi h, rezultă că aria ei este  rhl π2=A  .

Aria suprafeţei laterale a cilindrului se numeşte aria laterală a cilindrului şi se notează
cu .lA

Cum aria unei baze este ,2rb π=A  rezultă că aria totală a cilindrului este
)(2222 2 rhrrrhblt +=+=+= πππAAA  .

22222 Calculaţi volumul:
a) unei prisme patrulatere regulate drepte de înălţime h şi latura bazei a;
b) unui cilindru de înălţime h şi raza bazelor r.
Rezolvare:
a) Volumul unei prisme este egal cu ,hb ⋅A  unde bA  este aria bazei, iar h – înălţimea ei.

Prin urmare, .2 ha ⋅=V
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b) Considerând o prismă dreaptă cu bazele poligoane regulate cu un
număr foarte mare de laturi, obţinem un corp asemănător cu un cilindru
(fig. 8).

Prin urmare, ca şi la prisme, putem considera volumul cilindrului egal
cu .hb ⋅A  Deci,   hrhb

2π=⋅= AV   .

Fig. 8Are loc

Pentru orice cilindru circular drept, ,2 rhl π=A

),(222 2 rhrrrht +=+= πππA

,2hrhb π=⋅= AV
unde VAAA ,,,,, tblhr  sunt respectiv raza bazei, înălţimea, aria laterală, aria
bazei, aria totală şi volumul cilindrului.

 Teorema 1

• Rezolvarea problemei  11111   (de la începutul paragrafului):
Fie S suprafaţa unei cisterne, tS  suprafaţa tuturor cisternelor.
Atunci ),(2 rhrS += π  unde ,m14=h  .m1=r

).m(2,941514,32 2=⋅⋅≈S
).m(942102,94 2=⋅=tS

Cum 8,6215:942 =  şi ,638,6262 <<  rezultă că sunt necesare 63 de cutii cu vopsea.

Răspuns: 63 de cutii.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Reprezentaţi un cilindru:   a) circular drept;        b) circular oblic.
Numiţi elementele lui.

2.  Investigaţi!  În figură este reprezentat un cilindru circular drept de baze ).,(),,( 21 RORO CC
Identificaţi printre segmentele ,1AO  :,,,),||(,, 2221211 NOCNCOOOOOMNMNABBO
a) generatoarele; b) înălţimile;
c) razele bazelor; d) coardele bazelor.

A
O1

O2

B

C

N

M

3. Fie o suprafaţă dreptunghiulară de dimensiunile l şi L. Reprezintă oare ea desfăşurarea suprafeţei laterale a unui cilindru
circular drept de bază ),( 1 ROC  şi generatoare G, dacă:

a) ;4,0,4,0,5
2,8,0 ==== GRlL π      b) ;3,0,3,3

1,12 ==== GRlL π      c) ?2
2,3,

2
1,6 2 ==== GRlL ππ

4.  Lucraţi în grup!  Fie un cilindru circular drept de baze ),,( 1 ROC  ),( 2 ROC  şi generatoare G, ,21OOh =
VAAA ,,, tlb  – respectiv aria bazei, aria laterală, aria totală şi volumul cilindrului. Completaţi tabelul:

R G h Ab Al At V

16π 24π
2,5 0,4

5 125π
32 3

1 1,5π
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8. Dreptunghiul ABCD are aAB =  şi .)(m α=∠CAB  El reprezintă desfăşurarea suprafeţei latera-
le a unui cilindru circular drept. Determinaţi aria totală şi volumul cilindrului în două variante,
ştiind că:   a) cm24=a  şi ;30°=α           b) cm10=a  şi ;45°=α           c) cm16=a  şi .60°=α

9.  Lucraţi în perechi!  În desen este reprezentat un cilindru. [AD] şi [BC] sunt două
generatoare ale cilindrului. Aflaţi aria laterală a cilindrului, dacă O este centrul unei baze, iar

.cm20 2=ABCDA

10. Înălţimea cilindrului circular drept este H, iar raza bazei
lui – R. Aflaţi aria secţiunii duse paralel cu axa cilindrului
la distanţa d de la ea, dacă:
a) ;cm4;cm10;cm5 === dHR
b) ;cm4;cm4;cm17 === dHR
c) .5,0;2; xdxHxR ===

11. Aflaţi volumul unei pietre, dacă la scufundarea ei într-
un vas cilindric de rază R nivelul apei creşte cu x:
a) ;cm3;cm8 == xR    b) cm.22;cm23 == xR

12.  Lucraţi în perechi!  Aflaţi masa unei ţevi de
lungime l, cu grosimea x şi diametrul interior H, dacă
densitatea materialului este  ρ:
a) ;cm/10;cm10cm;5;m3 3gHxl ==== ρ

b) .cm/
2

12;cm29cm;2;m24 3gHxl ==== ρ

13. Înălţimea unui cilindru circular drept este de 8 cm, iar
volumul lui – de .cm72 3π  Determinaţi aria totală a
cilindrului.

14.  Investigaţi!  Care cratiţă are capacitatea mai mare,
dacă prima este îngustă şi înaltă, iar a doua – de două
ori mai largă şi de două ori mai joasă decât prima?

A

B

D

O

C

60°

15. Raza bazei cilindrului este de 5 cm, aria suprafeţei laterale
este de 3 ori mai mare decât aria unei baze. Aflaţi aria
totală şi volumul cilindrului.

16. Valoarea raportului dintre înălţimea unui cilindru şi raza
bazei lui este egală cu 1,6. Determinaţi aria totală şi
volumul cilindrului, dacă se ştie că aria suprafeţei late-
rale a acestuia este egală cu 80π  cm2.

17. Înălţimea cilindrului este de 8 cm, raza bazei lui –
de 5 cm. La ce distanţă de la axă, paralel cu ea, trebuie
secţionat cilindrul, pentru ca aria secţiunii să fie
de 48 cm2?
Compuneţi şi rezolvaţi o problemă asemănătoare.

18.  Investigaţi!  Cât va cântări o bară cilindrică de
fier cu diametrul bazei de 10 cm şi lungimea de 0,5 m,
ştiind că densitatea fierului este de 7850 kg/m3?

19. În desen este repre-
zentat un corp format
din două bucăţi de ţea-
vă identice. Aflaţi vo-
lumul corpului.

20 cm

25 cm

30 cm2

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m
20. Dintr-o bară cilindrică se execută un număr maxim de piuliţe de forma unui „pătrat” (de o anumită grosime) cu latura de

12 cm, cu pierdere minimă de material. În fiecare piuliţă se execută un orificiu cu diametrul de 6 cm. Aflaţi diametrul barei
şi cât la sută din volumul barei se pierde prin prelucrare.

21. Dintr-o bară cilindrică cu diametrul de 14 cm se confecţionează piuliţe hexagonale regulate cu grosimea de 4 cm. Care
este numărul maxim de piuliţe ce pot fi executate din bara de 89 cm şi cât la sută din volumul barei se pierde, dacă în
fiecare piuliţă se execută un orificiu cu diametrul de 8 mm?

22. De câte ori trebuie mărită înălţimea unui cilindru circular drept, fără a schimba baza lui, pentru a-i mări volumul de 8 ori?
Compuneţi şi rezolvaţi o problemă asemănătoare.

23. De câte ori trebuie mărită raza bazei unui cilindru circular drept, fără a schimba înălţimea lui, pentru a-i mări volumul de 8 ori?

5. Secţiunea axială a unui cilindru este un pătrat de arie S. Aflaţi suprafaţa totală a cilindrului şi volumul lui, dacă:
a) S = 100 cm2;              b) S = 4 cm2;              c) S = 0,64 cm2.

6. Un dreptunghi cu laturile de 5 cm şi 8 cm se roteşte în jurul laturii mai mari. Determinaţi aria şi volumul corpului de rotaţie
obţinut.

7. Valoarea raportului dintre lungimile laturilor unui dreptunghi cu aria de 48 cm2 este egală cu 0,75. Aflaţi volumul
corpului obţinut la rotaţia dreptunghiului în jurul axei lui de simetrie. Câte soluţii are problema?
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§2. Conul (circular drept). Trunchiul de con

 Investigăm 11111 O grămadă de grâu de formă conică are înălţimea de 2,4 m, iar suprafaţa bazei – de
26 m2. Aflaţi cantitatea de grâu din grămadă, dacă o tonă de grâu ocupă 1,3 m3.

2.1.  Elementele conului

Fie D  un disc şi V un punct care nu aparţine planului
discului.

Corpul geometric format din toate segmentele cu
o extremitate V şi cealaltă aparţinând discului D
se numeşte con circular (fig. 9).
Discul D  se numeşte baza conului, iar punctul V –
vărful conului.
Segmentele cu o extremitate V şi cealaltă apar-
ţinând cercului care mărgineşte baza conului se
numesc generatoare.

 Definiţii

DOM

V

generatoare

bază

vârf

Fig. 9

De exemplu, în figura 9 este reprezentat un con cu vârful V şi baza D .
Segmentul VM este o generatoare a acestui con.

Fie O centrul bazei conului circular (fig. 10).
Dacă dreapta VO este perpendiculară pe baza

conului, atunci conul se numeşte drept (fig. 10 a)), altfel
el se numeşte oblic (fig. 10 b)).

Mulţimea tuturor generatoarelor conului se numeşte
suprafaţa laterală a conului. Mulţimea punctelor
conului ce nu aparţin nici suprafeţei laterale, nici bazei
conului se numeşte interiorul conului.

Perpendiculara coborâtă din vârful conului pe planul
bazei lui se numeşte înălţimea conului (fig. 10).

Lungimea acestui segment de asemenea se numeş-
te înălţime.

Fig. 10

înălţime

V V

O MO
a) b)

1. Înălţimea conului circular drept coincide cu segmentul cu extremităţile în vârful conului
şi centrul bazei lui.
2. Deseori, pentru a scurta exprimarea, vom numi con numai suprafaţa sa.
3. În clasa a IX-a vom cerceta numai conul circular drept, pe care îl vom numi, pe scurt,
con.

 Observaţii

22222 Fie triunghiul dreptunghic ABC cu .90)(m °=∠ABC
Descrieţi ce obţineţi la rotaţia completă a triunghiului
ABC în jurul dreptei AB.
Rezolvare:
La rotaţia triunghiului ABC în jurul dreptei AB se obţine

un con circular drept cu generatoarea AC, înălţime AB şi
raza bazei BC (fig. 11). Fig. 11

B

A

C
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2.2.  Desf=[urarea conului. Sec\iuni

11111 Desfăşuraţi un con şi examinaţi ce obţineţi.
Rezolvare:
Tăind suprafaţa laterală a unui con după o

generatoare, obţinem o suprafaţă de forma unui
sector de cerc (fig. 12) cu raza egală cu lun-
gimea generatoarei conului. Lungimea arcului
de cerc determinat de sector este egală cu lun-
gimea cercului de la bază. Fig. 12

V

g

g

r

desfăşurarea
suprafeţei

laterale

desfăşurarea
bazei

AtelierAtelierAtelierAtelierAtelier Confecţionaţi din carton un con cu generatoarea
de 10 cm şi raza bazei de 5 cm.

• Intersectând conul cu un plan ce conţine vârful şi centrul bazei
conului, obţinem o secţiune mărginită de un triunghi isoscel. Această
secţiune se numeşte secţiune axială a conului. În figura 13 supra-
faţa mărginită de triunghiul ABC este secţiune axială a conului.

A

B
O

V

Fig. 13
Dreapta VO, unde V este vârful, iar O – centrul bazei conului, se numeşte axă de
simetrie a conului.

 Observaţie

2.3.  Aria lateral=, aria total= [i volumul conului

11111 Fie g generatoarea, iar r raza bazei conului.

• Aria suprafeţei laterale a conului se numeşte aria laterală a conului şi se notează
cu .lA

• .grl π=A

• Aria totală )( tA  a conului este egală cu suma dintre aria laterală şi aria bazei
conului.

 Aplicăm • Să se afle aria suprafeţei corpului obţinut la rotaţia unui
pătrat cu latura a în jurul diagonalei sale.

Rezolvare:
Prin rotaţia pătratului în jurul diagonalei sale obţinem un

corp format din două conuri congruente cu raza bazei (r)
egală cu o jumătate din lungimea diagonalei pătratului şi
generatoarea (g) congruentă cu latura pătratului (fig. 14).

Luând în consideraţie răspunsul problemei  11111  , obţinem:

.22
222 2πππ aaagr =⋅⋅⋅=⋅=A

Răspuns: 22πa  u. p.

B

A CO

D

Fig. 14
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22222 Aflaţi volumul conului cu înălţimea h şi raza bazei r.
Rezolvare:
Considerând o piramidă regulată cu baza un poligon regulat cu

un număr foarte mare de laturi, obţinem un corp asemănător cu un
con (fig. 15). Prin urmare, ca şi în cazul piramidei, volumul conului
poate fi calculat după formula .3

1 hb ⋅= AV

Dar .2rb π=A  Deci,  hr 2

3
1π=V   .

Fig. 15

O

Pentru orice con circular drept, ,grl π=A
),(2 rgrrgrblt +=+=+= πππAAA

,3
1

3
1 2hrhb π=⋅= AV

unde VAAA ,,,,,, tblhgr  sunt respectiv raza bazei, generatoarea, înălţimea, aria
laterală, aria bazei, aria totală şi volumul conului.

 Teorema 1

• Rezolvarea problemei  11111   (de la începutul paragrafului):
Fie V volumul ocupat de grâu.

,3
1 2hrV π=  unde r este raza bazei grămezii, iar .m4,2=h

Din condiţia problemei, .m)(262 =rπ  Prin urmare, ).m(8,204,2263
1 3=⋅⋅=V

Deci, grâul cântăreşte ).t(163,1:8,20 =

Răspuns: 16 tone de grâu.

2.4.  Elementele trunchiului de con

 Investigăm Intersecţia unui con cu un plan paralel cu baza conului
este un disc. Partea conului mărginită de acest disc şi de
baza conului se numeşte trunchi de con (fig. 16). Ambele
discuri ale trunchiului de con se numesc baze. Segmentele
trunchiului de con, conţinute de generatoarele conului, se
numesc generatoare ale trunchiului de con. Mulţimea
generatoarelor trunchiului de con formează suprafaţa
laterală a trunchiului de con. Segmentul trunchiului de
con, conţinut de înălţimea conului, se numeşte înălţimea
trunchiului de con.

A

Fig. 16

O1

O

A1 B1

B

V

baze

generatoare

11111 Fie ABCD un trapez dreptunghic cu .90)(m °=∠A
Descrieţi ce obţineţi la rotaţia trapezului ABCD în jurul dreptei AB.
Rezolvare:
La rotaţia trapezului ABCD (fig. 17) în jurul dreptei AB se obţine un trunchi de

con circular drept. Baza mică (mare) a trapezului este congruentă cu raza bazei mici
(mari) a trunchiului de con, OD este generatoarea, iar AB este înălţimea trunchiului
de con.

Fig. 17

B

A

a

C

D

Fie 1, OO  centrele bazelor trunchiului de con. Segmentul 1OO  este înălţimea
trunchiului de con. Lungimea acestui segment de asemenea se numeşte înălţime.
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2.5.  Desf=[urarea trunchiului de con. Sec\iuni

11111 Desfăşuraţi un trunchi de con şi examinaţi ce obţi-
neţi (fig. 18).
Rezolvare:
Tăind suprafaţa laterală a unui trunchi de con după

o generatoare, obţinem o figură numită sector de co-
roană circulară.

Observăm că lungimile arcelor coroanei circulare
sunt egale cu lungimile bazelor trunchiului de con. Fig. 18

g

B

A1

B1

2πr

A

R

r

2πR

AtelierAtelierAtelierAtelierAtelier Confecţionaţi din carton un trunchi de con cu razele
bazelor de 2 cm şi 4 cm şi generatoarea de 10 cm.

• Descrieţi ce obţineţi intersectând trunchiul de con cu un plan ce nu conţine centrele
bazelor lui, dar este paralel cu dreapta determinată de ele.

Intersectând trunchiul de con cu un plan ce conţine centrele
bazelor trunchiului de con, obţinem o secţiune care se numeşte
secţiune axială a trunchiului de con.

Secţiunea axială a trunchiului de con este o suprafaţă măr-
ginită de un trapez isoscel (fig. 19). Fig. 19

A1

A B

B1O1

O

Dreapta 1OO , unde O şi 1O  sunt centrele bazelor trunchiului de con, se numeşte axa de
simetrie a trunchiului de con.

 Observaţie

Exerci\ii [i probleme

Fix=m cuno[tin\ele

1. Reprezentaţi un con:
a) circular drept;                b) circular oblic.

2. În figură este reprezentat un con circular drept cu centrul bazei O.
Identificaţi: a) generatoarele; b) înălţimile;

c) razele bazei; d) coardele bazei.

3. Ilustraţi desfăşurarea unui con circular drept cu generatoarea g şi raza bazei R, dacă:
a) g = 5 cm,   R = 2 cm;                         b) g = 7 cm,   R = 3 cm.

C
O

V

B

E

A

D

4.  Lucraţi în perechi!  Fie un con circular drept de
bază C (O, R), VAAA ,,, tlb  sunt respectiv aria bazei,
aria laterală, aria totală şi volumul conului, g – gene-
ratoarea, iar h – înălţimea conului. Completaţi tabelul:

R g h Ab Al At V
4 3
5 13

4 108π
8 80π

7 30π

5. Un triunghi isoscel cu laturile de 5 cm, 5 cm şi 6 cm se
roteşte în jurul axei lui de simetrie. Aflaţi aria totală şi
volumul corpului geometric obţinut.

6. Un triunghi isoscel cu laturile de 13 cm, 13 cm şi 10 cm se
roteşte în jurul bazei lui. Determinaţi aria şi volumul
corpului geometric obţinut.
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7. Reprezentaţi un trunchi de con:   a) circular drept;         b) circular oblic.

8.  Lucraţi în perechi!  În figură este reprezentat un trunchi de con circular drept.
Identificaţi:
a) generatoarele;          b) înălţimile;          c) razele bazelor.

9. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm şi 5 cm se roteşte în jurul axei lui de simetrie.
Descrieţi corpul de rotaţie obţinut, dacă înălţimea trapezului este de 8 cm.

A

O1

O

A1 B1

B

C

6 cm

10 cm

5 cm

8 cm

60°6 cm

14 cm

11.  Lucraţi în grup!
Utilizând datele din desen, deter-
minaţi razele bazelor, lungimea ge-
neratoarei şi înălţimea trunchiului
de con circular drept, a cărui des-
făşurare a suprafeţei laterale coin-
cide cu sectorul de coroană circu-
lară reprezentat:

a)                                               b)                                                  c)

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

12. Aria totală a unui con circular drept este de ,cm253 2  iar aria lui laterală – de
.cm11 2  Aflaţi lungimea generatoarei conului.

13. Determinaţi aria secţiunii conului reprezentat, dacă el conţine punctele S, A
şi B, iar ,cm3,cm10 == OASO  .cm4=AB

14. Un triunghi dreptunghic cu catetele de 4,5 cm şi 6 cm se roteşte în jurul
înălţimii coborâte din vârful unghiului drept. Aflaţi aria totală şi volumul
corpului de rotaţie obţinut.

15. Aria secţiunii axiale a unui con este S. Aflaţi aria laterală şi volumul conului,
dacă raza bazei conului este R.

16.  Lucraţi în perechi!  Examinaţi desenul. În primul pahar (de formă
conică)  sunt 200 ml de suc. Cât suc se află în paharul al doilea, acesta fiind
identic cu primul?

BA O

S

2
HH

1 2

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

17. Aria secţiunii obţinute la intersecţia conului cu un plan,
paralel cu baza conului, este egală cu S. Secţiunea se
află la distanţa d de la vârful conului, iar h este înălţimea
conului. Determinaţi aria laterală şi volumul conului.

18. Un triunghi dreptunghic cu catetele a şi b se roteşte în
jurul ipotenuzei. Aflaţi volumul corpului obţinut.

19. Aria bazei unui con circular drept este de 9π  cm2.
Determinaţi aria suprafeţei totale a conului, dacă volu-
mul lui este de 12π  cm3.

20. Generatoarea unui con circular drept este de 10 cm, iar
unghiul secţiunii axiale de pe lângă vârf – de .120°
Aflaţi volumul conului.

21. Un triunghi echilateral cu latura de 8 cm se roteşte în
jurul dreptei ce conţine un vârf al triunghiului şi este
paralelă la latura ce nu conţine acest vârf. Determinaţi
volumul corpului de rotaţie obţinut.

22. Un romb cu latura de 8 cm şi unghiul ascuţit de °60  se
roteşte în jurul unei laturi. Aflaţi volumul corpului
obţinut.

23. Un trapez isoscel cu bazele de 10 cm, 12 cm şi latura
laterală de 10 cm se roteşte în jurul bazei mari. Determi-
naţi volumul corpului obţinut.

10. Ilustraţi desfăşurarea unui trunchi de con circular drept cu generatoarea g şi razele bazelor R, r, dacă:
a) g = 6 cm, R = 3 cm, r = 1 cm;               b) g = 8 cm, R = 4 cm, r = 2 cm.
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11111 Şase băieţi au mâncat egal un pepene verde cu raza de 20 cm,
iar patru fete au mâncat egal (acelaşi volum) un pepene verde
cu raza de 15 cm. Cui i-a revenit mai mult pepene verde: unei
fete sau unui băiat?

§3. Sfera

3.1.  Elementele sferei

22222 Fie O un punct şi R un număr real pozitiv.
a) Care este locul geometric al punctelor din plan situate la

distanţa R de punctul O?
b) Ce se obţine prin rotaţia în plan a unui segment de lungime R

în jurul unei extremităţi (fixate)?
c) Denumiţi locul geometric al punctelor din spaţiu situate la

distanţa R de punctul O.
Rezolvare:
a) Locul geometric al punctelor din plan situate la distanţa R de

punctul O este cercul ),( ROC  (fig. 24).
b) Rotind complet un segment de lungime R în jurul unei

extremităţi, obţinem un disc de rază R (fig. 25).
c) Mulţimea punctelor din spaţiu situate la distanţa R de punctul

O se numeşte sferă de centru O şi rază R.

Notăm: S (O, R). Deci, }.{),( ROMMRO ==S

O R

Fig. 24

R

Fig. 25

Orice segment care uneşte centrul sferei cu un punct
al ei se numeşte rază (fig. 26). Segmentul care uneşte
două puncte ale sferei se numeşte coardă. Coarda
ce conţine centrul sferei se numeşte diametru.

O R

Fig. 26

coardă

coardă

raze

diametru

33333 Numiţi locul geometric al punctelor din spaţiu:
a) situate la o distanţă mai mică decât R de punctul O;
b) situate la o distanţă mai mare decât R de punctul O.

 Investigăm

O

Fig. 27

O

Fig. 28

Rezolvare:
a) Mulţimea punctelor din spaţiu situate la o distanţă mai mică decât R se numeşte

interiorul sferei S (O, R).
Notăm: Int S (O, R). Deci, }.{),(Int ROMMRO <=S

b) Mulţimea punctelor din spaţiu situate la o distanţă mai mare decât R de punctul
O, adică mulţimea punctelor din spaţiu care nu aparţin sferei S (O, R) şi interiorului ei,
se numeşte exteriorul sferei S (O, R).

Notăm: Ext S (O, R). Deci, }.{),(Ext ROMMRO >=S

Sfera împreună cu interiorul ei se numeşte bilă sau corp sferic. Prin urmare,
suprafaţa bilei este o sferă.

Secţiunea obţinută la intersecţia unui plan cu o sferă este un cerc (fig. 27).
Dacă centrul acestui cerc coincide cu centrul sferei, atunci el se numeşte cerc

mare al sferei (fig. 28).
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3.2.  Aria sferei. Volumul corpului sferic

În clasa a XII-a se va demonstra că:
a) aria suprafeţei sferei se calculează cu ajutorul formulei 24 Rπ=A , unde R este raza

sferei;
b) volumul corpului sferic se calculează cu ajutorul formulei 3

4 3Rπ=V , unde R este raza
acestui corp.

• Folosind formula 3
4 3Rπ=V  rezolvaţi problema de la începutul paragrafului 3.

Exerci\ii [i probleme
Fix=m cuno[tin\ele

1. Ilustraţi şi notaţi o sferă.
2. Punctele A, B, C din dese-

nul alăturat aparţin S (O, R).
Identificaţi printre segmen-
tele OA, OC, OB, AB, BC,
CA, DA, DC, BD:
a) razele;    b) coardele;
c) diametrul.

3.  Investigaţi!  Fie S (O, R), h distanţa de la dreapta
d la centrul O. Decideţi care este poziţia dreptei d faţă de
sferă, dacă:     a) d = 8 cm, R = 9 cm.
b) d = 11 cm, R = 7 cm.            c) d = 10 cm, R = 10 cm.

O
B

C

A
D

4. Fie S (O, R) şi d distanţa de la planul α la centrul O.
Decideţi care este poziţia planului α faţă de sferă, dacă:

a) ;cm32,cm5 == Rd

b) ;cm8
5,cm9

7 == Rd

c) .cm3
25,cm)6(,5 == Rd

5.  Lucraţi în perechi!  Fie d distanţa de la centrul
S (O, R) la coarda AB. Determinaţi lungimea coardei,
dacă: a) ;cm5,cm3 == Rd

b) ;cm13,cm5 == Rd
c) .cm62,cm52 == Rd

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

6. Raza sferei terestre este (apro-
ximativ) de 6400 km. Care este
lungimea unei paralele de 60°
latitudine (vezi desenul)?

7. Aria cercului mare al sferei este S.
Aflaţi aria şi volumul sferei, dacă:

a) ;m36 2π=S       b) ;m49
321 2π=S      c) .m27 2π=S

8.  Lucraţi în perechi!  Fie S (O, R) şi d distanţa de
la planul α la centrul O. Determinaţi aria cercului de
intersecţie a planului α cu sfera, dacă:
a) R = 15 cm, d = 12 cm;
b) ;cm32,cm38 == dR
c) R = d = 10 cm.

9. Rezolvaţi problema propusă la începutul paragrafului.

60°
O

    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

10. Utilizând datele din desen, aflaţi
aria sferei (O este centrul sferei):

O

40 cm

21 cm

O

24 cm

72 cm

12. Aria unei sfere este de .cm20 2  La ce distanţă de la centru trebuie secţionată sfera, astfel încât aria discului mărginit
de cercul din secţiune să fie egală cu ?cm75,2 2

a)                                                                    b)

11. Aria unei sfere este de .cm387 2  Aflaţi
aria sferei al cărei volum este de 27 de
ori mai mic decât volumul sferei date.
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    Dezvolt=m capacit=\ile [i cre=m

18. Distanţa dintre centrul bazei conului şi generatoarea lui
este egală cu 33  cm. Aflaţi aria totală şi volumul
conului, dacă generatoarea lui formează cu raza bazei
un unghi de 60°.

19. Distanţa dintre centrul bazei conului şi generatoarea lui
este egală cu 2

16  cm. Determinaţi aria totală şi volumul
conului, dacă generatoarea lui formează cu înălţimea
conului un unghi de 60°.

20. Aria laterală a unui con este de 4 ori mai mare decât aria
bazei lui. Aflaţi măsura unghiului la centru al sectorului
de cerc care reprezintă desfăşurarea suprafeţei laterale
a conului.

21. O sferă este înscrisă într-un con. Valoarea raportului
dintre aria bazei conului şi aria sferei este egală cu 0,75.
Aflaţi măsura unghiului dintre generatoare şi raza bazei
conului.

   Form=m capacit=\ile [i aplic=m

8. Desfăşurarea suprafeţei laterale a unui cilindru este de
forma unui pătrat cu diagonala de 72  cm. Aflaţi volumul
cilindrului.

9. Înălţimea conului este congruentă cu diametrul bazei
lui. Aflaţi raportul dintre aria bazei şi aria laterală a conului.

10. Aflaţi aria laterală şi volumul cilindrului obţinut la rotaţia
completă a unui dreptunghi de dimensiunile 5 cm şi
7 cm în jurul unei laturi. Cercetaţi ambele cazuri.

11. O bilă cu raza de 6 cm şi un cub cu latura de 9 cm sunt
confecţionate din acelaşi material. Comparaţi masa
acestor corpuri.

12.  Lucraţi în perechi!  Un triunghi echilateral se
roteşte în jurul axei lui de simetrie. Aflaţi volumul cor-
pului obţinut, dacă aria triunghiului este de 316  cm2.

13. Aflaţi raza bazei unui cilindru circular drept cu aria totală
de 13π  cm2 şi generatoarea de 4

11  cm.

14. Aflaţi raza bazei unui con circular drept cu aria totală de
98π  cm2 şi generatoarea de 7 cm.

15.  Investigaţi!  O bilă de rază 10 cm se află într-un
vas de formă cilindrică cu raza bazei de 12 cm. În vas se
toarnă 4 l de apă. Va fi acoperită oare bila de apă?

16. Diagonalele unui romb au lungimile de 6 cm şi 36  cm.
Determinaţi aria totală a corpului obţinut la rotaţia
completă a rombului în jurul uneia dintre laturile sale.

17.  Investigaţi!  Care corp are volumul mai mare: o
sferă de rază 10 cm sau un tetraedru regulat cu muchia
de 15 cm?

Fix=m cuno[tin\ele

Exerci\ii [i probleme recapitulative

1. Reprezentaţi:
a) un con circular drept;
b) un cilindru circular drept;
c) un trunchi de con circular drept;
d) o sferă.

2. Construiţi desfăşurarea:
a) unui cilindru circular drept cu raza bazei de 2 cm şi
generatoarea de 6 cm;
b) unui con circular drept cu raza bazei de 3 cm şi
generatoarea de 8 cm;
c) unui trunchi de con circular drept cu razele bazelor de
2 cm şi 3 cm şi generatoarea de 5 cm.

3. Desfăşurarea suprafeţei laterale a unui cilindru circular
drept este o suprafaţă dreptunghiulară cu dimensiunile
de 52  cm şi 310  cm. Aflaţi aria totală şi volumul
cilindrului, dacă se ştie că generatoarea este mai mică
decât diametrul bazei lui.

4. Desfăşurarea suprafeţei laterale a unui con circular drept
este un sector de cerc de 60° şi raza de 9 cm. Aflaţi aria
totală şi volumul conului.

5. Aflaţi raza unui disc a cărui arie este egală cu aria totală
a unui cilindru circular drept cu raza bazei de 2 cm şi
înălţimea de 7 cm.

6. Determinaţi volumul corpului obţinut prin rotaţia unui
dreptunghi cu diagonala de 5 cm şi perimetrul de 14 cm
în jurul laturii mai mari.

7.  Lucraţi în perechi!  Determinaţi volumul corpului
obţinut prin rotaţia unui triunghi dreptunghic cu catetele
de 3

13  cm şi 32  cm:

a) în jurul catetei mai mari;

b) în jurul ipotenuzei.
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22. Un triunghi echilateral se roteşte în jurul unei laturi. Determinaţi volumul corpului obţinut, dacă latura triunghiului
este a.

23*. Aflaţi raza bazei mari a unui trunchi de con circular drept cu aria totală de 506π  cm2, aria laterală de 273π  cm2

şi raza bazei mici de 8 cm.
24*. Trapezul ABCD cu baza mare AB are ,90)(m °=∠A  AD = 8 cm, AB = 8 cm, DC = 2 cm.

Determinaţi volumul corpului obţinut prin rotaţia trapezului în jurul:
a) laturii AB;       b) bazei mici.

Varianta I

1. Fie un cilindru circular drept cu generatoarea de 5,5 cm
şi raza bazei de 2 cm.
a) Desenaţi desfăşurarea cilindrului dat.
b) Aflaţi aria laterală a cilindrului.
c) Determinaţi aria totală a cilindrului.
d) Aflaţi volumul cilindrului.

2. Un con circular drept de metal are generatoarea de
5 cm, iar diametrul bazei de 4 cm.
a) Aflaţi înălţimea conului.
b) Determinaţi aria laterală a conului.
c) Aflaţi volumul conului.
d) Conul a fost topit şi din metalul obţinut s-au con-
fecţionat bile cu raza de 1 cm. Câte bile s-au obţinut?

3. Aria suprafeţei unei mingi sferice este egală cu
.cm400 2π

a) Este oare posibil să punem această minge într-o cutie
de forma unui cub cu muchia de 15 cm? Justificaţi.
b) Mingea se află la 2 m de un perete. Un copil a
lovit-o în direcţia peretului. Mingea s-a rostogolit pe o
linie dreaptă de 3 ori şi s-a oprit. La ce distanţă de la
perete se află aceasta?
(În calcule consideraţi .)14,3≈π

4. O piesă are forma figurii care se obţine la rotirea unui
triunghi dreptunghic cu catetele de 8 cm şi 6 cm în
jurul ipotenuzei. Aflaţi volumul piesei.

Test sumativ

Varianta II

1. Fie un cilindru circular drept cu înălţimea de 6 cm şi
raza bazei de 3 cm.
a) Desenaţi desfăşurarea cilindrului dat.
b) Aflaţi aria laterală a cilindrului.
c) Determinaţi aria totală a cilindrului.
d) Aflaţi volumul cilindrului.

2. Un con circular drept are înălţimea de 12 cm, iar
diametrul bazei de 10 cm.
a) Aflaţi generatoarea conului.
b) Determinaţi aria laterală a conului.
c) Aflaţi volumul conului.
d) O bilă de metal cu raza de 15 cm a fost topită şi din
metalul obţinut s-au confecţionat conuri cu dimen-
siunile date mai sus. Câte conuri s-au obţinut?

3. Aria suprafeţei unei mingi de ping-pong este egală
cu .cm36 2π
a) Este oare posibil să punem această minge într-o
cutie de forma unui cub cu muchia de 4 cm? Justificaţi.
b) Mingea a fost împinsă şi s-a mişcat pe o dreaptă în
direcţia opusă a marginii mesei de tenis. S-a rostogolit
de 5 ori şi s-a oprit. La ce distanţă de la marginea mesei
se află mingea, dacă lungimea mesei este de 2,74 m?
(În calcule consideraţi .)14,3≈π

4. O piesă are forma figurii care se obţine la rotirea unui
triunghi dreptunghic cu ipotenuza de 10 cm şi un unghi
ascuţit de 60° în jurul ipotenuzei. Aflaţi volumul piesei.

Timp efectiv de lucru:45 de minute

25.  Lucraţi în grup!    Proiect.  Corpurile de rotaţie din localitate.
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R=spunsuri [i indica\iiR=spunsuri [i indica\ii

Capitolul 1. Mul\imea numerelor reale. Recapitulare [i complet=ri
§ 1.  3. 2) a) 0,875, nu este periodic; c) 4,(851), perioada este 851.   4. a), c), e) Numere zecimale periodice simple;
b), d), f) numere zecimale periodice mixte.   7. 10 nuci; 120 de nuci.  8. d) 2,5 21 −== xx  – numere raţionale;

f) 335,335 21 +=−= xx  – numere iraţionale.    9. b) ;9
29  c) ;90

557   d) ;550
8172   e) .1101

90327    10. a) ;3271 >+

d) ).33(,03
1 −=−    11. b) ;23 +   c) 1; d) .2611−    12. c) )}.,0()0,(|{ ∞+−∞∈ URx    15. 25 kg.  16. 1 kg.   19. b) ;∅=S

c) }.4,1{−=S    20. a) };5,0;0{=S  b) Indicaţie. .)35()2(|35||2| 22 −=+⇔−=+ xxxx

§ 2.  1. a) ;5,96526 −+   b) .2216,11 −    2. c) ;829,222828,2 <<   d) .709,653708,6 <<    3. c) ;7,123 <−
d) .2231 +<+    5. La fierbere se pierde 33% din vitamina C.   6. 170≈  g de unt, 130≈ g de zahăr, 200 g de ciocolată,

4 ouă, 2 linguri de făină.   10. b) De exemplu, .
2

1028);525,02(4);52(10);54(4 ++−−++    11. De 10 ori.

12. 0,5 şi –1.  14. 109,61 lei.   15. a) ;1528−   d) .101238 +    16. b) ;39211 −   d) .31526 +    17. b) ;689,5−≈

d) .466,2≈    18. .5816 +    19. Cu 36%.   20. a) .188212033132 −++    24. .15185 22 −

§ 3.  2. a) );,2[ ∞+∈a  b) ];0,(−∞∈a  c) ).,1( ∞+−∈a    3. a) ;12  b) ;3 2a−  c) .)1( 2−bb    4. a) ;34  b) ;27  c) ;52a

d) .7)2( a−    6. a) 27; b) ;25
1  c) ;11

47  d) .16
1    7. a) ;10 2a  b) ;4

1 x  c) ;4 6b  d) .1000 6−y    8. a) 10;  b) .3
4    9. a) ;9

21

b) ;25
103  c) ;13 −  e) .954 −    10. a) –12; b) 60; c) ;359 +  d) 11.   11. a) ;5−x  b) ;1

a
 c) ;2−  d) .72 −

12. a) ;9
1  b) 5; c) ;2

140  d) 9; e)  –0,9999; f) .2
1    13. a) 210; b) 30; c) 1500; d) 0,4.  17. a) 23 cm2; b) 6 cm2.   18. a) 500; b) 0,07;

c) 4000; d) 0,009.   19. a) 38;  b) ).15(4 −    20. a) A;  b) A;  c) F;  d) A.   21. a) ;3
2  b) ;49

4  c) ;2
3  d) .5

2    22. a) ;2
230 −

b) ;10  c) .2−

Exerciţii şi probleme recapitulative. 1. b) .64253735 −+−    3. a) ;107 <   b) ;5463 >   c) .10323 <

4. b) ;73   c) ;223 −   d) .866 −    7. b) ;10−c  d) .
3
1

5x
   8. 10, 1 şi 9.   9. 50,8 lei.   10. d) De exemplu, ;134133 +

;13138 −  ;5,3132 ⋅  .
13
91    11. b) ;7411+  d) .580200 +    13. a) ;133 −  c) .5614 −    14. a) };4,1{−=S

b) };5,0;0{=S  c) }.2,2{−=S    15. a) ;22325 +<−   b) .7476 <+    17. a) ;9
76   b) ;99

2515  c) ;198
637  d) .5004

557

18. a) ;4x−  d) .22 32 yx−    20. 80 cm.   21. 50 de ani şi 14 ani.   22. a) 4; b) 4; c) 3; d) 16; e) 3.  26. a) 1; b) 2.   29. Indicaţie.

a), b), d) Efectuaţi substituţia ;|| tx =  c) efectuaţi substituţia .|3| tx =−    31. Indicaţie. Cercetaţi cazurile .0,0,0 =<> aaa

Capitolul 2. Rapoarte algebrice

§1.   1. a) 0; b) 14; c) –1; d) .9
4−   2. a) 14; b) –25; c) –30,25; d) .36

352   6. a) 1; b) 1; c) ;6
5   d) 1,3.  7. 5; b) ;3

8  c) –9; d) 0,8.

8. a) };4{\R  b) };3{\ −R  c) };3{\ −R  d) ;3
113\

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧R  e) };3{\ ±R  f) }.6,0{\ ±R   9. a) 2,8; b) –3,2; c) ;15

77   d) .35
8

10. a) );1()0( FF <  b) );1()2( −<− FF  c) );5,0()5,0( −> FF  d) ).10()10( −< FF   11. a) );1(),2(),3(),3(),2(),1( FFFFFF −−−

b) .2
1),4(),4(,2

1
⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ FFFF   12. a) –5; 1; 3; 9; b) –2; 2; 4; 8; c) –11; –5; –3; –1; 1; 7;  d) –14; –12; –11; –9; –8; –6.

13. a) };3,3{\ −R  b) };1{\ −R  c) };2{\R  d) }.|,{\ yxyx ≠∈RR   14. a) ;3
1−  b) ;5

1  c) –3; d) .21
21

1 −=
+

−

§2.  6. a) ;2
2

y
x  b) ;

3 2

2

y
x−   c) ;2

2

yx
x
+  d) .7

23
y

yx +   7. a) ;4,22
8,16

2,11
4,8

4,0
3,0

12
9

4
3

−
−====  b) .28

5,17
2,51

32
8,12

8
6,17

11
8
5

−
−=

−
−===

8. a) ;
5,0

15,05,01
3

23

22

2

xyyx
xxx

xy
yxy

yx
xx

xy
x

+
−+−=−=−=−  b) 

)( 2

22

yx
yx

yx
yx =

−
−=

−
+  .

)(3
33

77
77

2

22

yx
xy

xy
yx

−−
−=

−
−−=   10. a) ;2

3
+x

b) ;)(2
ba
ba

+
−  c) ;x

yx −−   d) .2
)2(4

xb
xb

+
−   11. 80.  12. 9.



171R=spunsuri [i indica\ii

R=spunsuri [i indica\ii

Algebr=

§3.  1. a) 1; b) ;7
6  c) ;47

2−   d) .39
7−   2. a) ;8

31  b) ;30
11−  c) ;45

16  d) ;48
171   e) .84

171−   3. a) ;13
xy  b) ;ba

ba
−
+  c) ;

1
4
2 +x

x  d) –3y.

4. a) ;
22

ab
ba +  b) ;26

xy
y+  c) ;2

22 ax
ax
−

 d) .)1(2
4 2

+
−
xx

x   5. a) ;85
36  b) ;80

63−  c) ;11
3−  d) .6

1   6. a) ;3
3

2

y
x  b) ;

1
10

2

23

−y
yx   c) ;

)2(
)1(4

2

2

−
−

x
x

d) .7
8
x

  7. a) ;4
11  b) ;4

5−  c) ;4
3−   d) .7

4   8. a) ;3
4

x
y  b) ;bax

ayb
−

+   c) ;57
3 2

−x
x  d) .4

25 2

y
x−   9. a) ;y

ab  b) ;2
1

+
−

x
x   c) –1; d) .8

y
x

10. a) ;49
36  b) ;125

27−   c) ;625
256  d) .

2
53
10

68

  11. a) ;
27 3

33

a
yx  b) ;

)(
)(
2

22

yx
yxx

−
+   c) ;915

36

by
ax   d) .

)3(
)1(4

2

2

ba
x

+
−   12. a) ;22

22

ba
ba

−
+  b) ;

)1(
2
2+

−−
x

x

c) .)(
3

yxa
x

+
−   13. a) ;2

yx
x

+   b) .2
yx

xy
+

  14. a) ;31
5220

124
5 −=

+
 b) .319

)581(17
581

17 +=
−

§4.  1. B.  2. a) ;32 xx +  b) 2; c) .1+m
m   3. a) A; b) A; c) F.  4. a) ;)1(

2
+

+− xx
x  b) ;)1( 2−x  c) .2

1
−x

  5. a) Nu; b) .0=x

6. Nu sunt.  7. a) ;2
3x

x +  b) .)(3
ab

ba −
  9. a) ;12

32
+
−

t
t  b) ;6−a

a  c) ;3
3

ba
ba

−
+  d) .2

2
+t   11. }.1,0,1{−=S

12. a) ;4
11)( +

−−= xxxE  b) .1,1,1 −=−== cba

Exerciţii şi probleme recapitulative.  2. a) 5; b) 4,5; c) 5; d) .5
13   5. a) ;3

3
+x  b) ;ba

ba
+
−  c) ;ax

a
+

−  d) .2
x

x +−

6. a) ;2
22 yx
xy +   b) ;

4
162

22 yx
yx

−
+  c) ;2

1  d) .
16
237

2 −
−−

x
x   7. a) ;2

)1( 2

−
+

x
x  b) ;2yxy +   c) ;

10 22 xab
y   d) .2z

axy   8. a) ;39
y

x +  b) ;63 +
− x

x

c) ;
)1(6 3

64

−
−

x
ba  d) .2

3
ax

a +   9. a) ;x
ba −  b) ;1

zy
x

+
−  c) ;tz

yx
−
−   d) .x

zy −   10. a) ;
)1(
)1(

33

63

−
+

xb
xa  b) ;

)1(
)1(

812

48

+
−

xy
xx   c) ;

)( 842

642

yba
xba

−

d) .
9

)(25
48

82

xy
xa −   11. a) ;)(

2

2

a
bax −  b) ;)3(

2

2

y
yx −   c) ;

1
2

2

2

−
+−

x
xx  d) .

94
36

2 −
−

a
a   12. .54   13. a) ;2

2ba
a
+
−  b) ;2

2

−
+

x
yx  c) ;3

xy
yx +

d) .)(4 ba
ba

+
−   14. a) 3,6; b) 2,5; c) –3; d) –3.  15. a) ;1

4
+x

 b) –2x.  16. x = 1.  17. x = 0.

Capitolul 3. Func\ii

§ 1.  2. b).   4. a).   6. a) Nu; b) nu; c) da; d) nu.   8. .13)( += xxf    9. Indicaţie. Cercetaţi două cazuri: xxp )328()( += ,
,)328()( xxp −=  x – înălţimea trapezului.  10. a) ;)( R=fD  b) ;)( ∗= RgD   c) );,0[)( ∞+=hD   d) .)( 1 R=fD

15. a) Da; b) nu.
§ 2.  4. a) f – strict crescătoare; c)  f – strict descrescătoare.   5. c), d) În cadranele II, IV.   13. a) ;37)( −= xxf
c) .32)( −= xxf    18. a) 1) Pentru ),2( ∞+∈m  funcţia f este strict crescătoare; 2) pentru )2,(−∞∈m funcţia  f  este
strict descrescătoare. Pentru 2=m   funcţia  f  este constantă.   20. .10,2 == BA    21. a = –1.  22. nnf ⋅+= 03)(  sau

.,)1(4)( N∈−+= nng n

§ 3.  4. a) .6)(),,0(),0(: 2aaAA =∞+→∞+    6. a) .0)(min =
∈

xf
x R

   7. b), d) Funcţia  f  nu are zerouri.  8. 2) Indicaţie. Axa

de simetrie este dreapta .2a
bx −=    10. b) ];2;()( −∞=fE   e) ).;25,0[)( ∞+−=fE    13. a) ;0,0 <∆>a  d) .0,0 =∆<a

16. 1,11m; 1,78 m; 2 m; 1,78 m; 1,11m.   18. a) Indicaţie. Pot fi determinate 4 funcţii.   19. Aria triunghiului mic ;2)(
2

1 h
axxA =

aria trapezului .2
)()(

22

2 h
xhaxA −=    20. Indicaţie. a) Rezolvaţi ecuaţia 2442 2 +−=+−− xx  pentru a determina abscisele

punctelor de intersecţie.  23. m = –1.  24. a) ;∗
−∈Ra   b) .∗

+∈Ra    25. .15,6 == cb

§ 4.  2. a) 5; –4; ;163−  1,5; –1; 0,1.   5. a), b), d) Funcţia  f  nu are extreme; c) .1)(min =
∈

xf
x R

Exerciţii şi probleme recapitulative.   5. .2 rl π=    6. a) .5,015 xy −=    14. a) 0=x  – axă de simetrie; ;3)(min =
∈

xf
x R

d) 
12
1=x  –  axă de simetrie; .24

232)(min =
∈

xf
x R

   16. a) Se determină 4 funcţii.   17. Indicaţie. Rezolvaţi ecuaţia 0)( =xf  şi

calculaţi valoarea ).0(f   20. c) 40 m.   22. a) Indicaţie.   Fie ,2 tx =+  atunci .2 tx −=  Deci, .75)( −= ttf    24. .12;8 == cb

29. a) Indicaţie. Scrieţi funcţia f sub forma ;
)1(

1
12

12)( 22

2

+
−=

++
−++=

x
x

xx
xxxxf  b) Indicaţie. Cercetaţi funcţia

.
)1(

1)( 2−
+=

x
xxf   31. m = –2.
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Capitolul 4. Ecua\ii. Sisteme de ecua\ii

§ 1.  3. a) ;R  b) };5{\R  c) .R    4. a) };5,0{=S  c) };8{−=S   f) .15
7

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    7. a) ;R=S   b) ;8

7
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S   c) .29

16
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

8. Indicaţie. a) ;5
1 tx =
−  b) ;2 tx

x =+  c) ;1 zt
t =
+  d) .3 ta

a =+    10. Indicaţie. Legitatea este ,3021 =⋅ zz  unde 21, zz  sunt

soluţiile ecuaţiilor din stânga şi respectiv din dreapta lui 30.   11. Indicaţie. Legitatea este ,812
1 =xx  unde 21, xx  sunt

soluţiile ecuaţiilor din stânga şi respectiv din dreapta lui 81.   13. a) };2{−=S   c) };5,6{=S   e) .3
13

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    14. a) ;3

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S

b) };4,4{−=S  c) ;3
1,1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−=S  d) .9

8,11
4

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    15. a)  Pentru ,3=m  ;∅=S  pentru },3{\R∈m  ;3

10
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

−= mS  b) pentru

,0=m  ;∅=S   pentru },0{\R∈m  .3
)2(2
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −= m

mS

§ 2.  2. a) };4,4{−=S  b) };5,5{−=S  c) ;0,5
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  d) .∅=S   3. a) ;2

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  b) ;1,5

2
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  c) ;∅=S  d) .∅=S

4. a) };1{=S  b) };6,2{=S  c) ;∅=S  d) };2{−=S  e) };4,1{−=S  f) .∅=S    8. a) );1)(3( +− xx  c) ).23)(1( ++− xx

9. a) };1{=S  b) .∅=S    10. 1) a) ;5
3−  b) ;5

41−  c) ;25
243  d) .5

12−   11. 5, 20. Indicaţie. Aplicaţi relaţiile lui Viète; problema

conduce la o ecuaţie de gradul II.   12. 1; 3.   13. a) ;∅=S  b) ;∅=S  c) .0,3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    14. a) };2,1,1,2{ −−=S  b) .∅=S

15. a) };0{=S  b) ;∅=S  c) };0{=S  d) }.1{−=S    18. a) );2)(1)(1( 2 ++− ttt  b) ).1)(2)(2( 2 ++− ttt    19. Indicaţie.
Grupaţi factorii şi faceţi substituţia: a) ;32 txx =−  b) .72 txx =+    20. a) Indicaţie. Cum ,|| 22 xx = faceţi substituţia .|| tx =

22. a) Pentru ,0=m  ;3
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  pentru ,4

9−=m  ;3
2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  pentru },0{\,4

12 ⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+−∈m  ;2
493,2

493
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++−= m

m
m

mS

pentru ,4
12, ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −∞−∈m  ;∅=S  b) Indicaţie. Cercetaţi cazurile: 1) ;02 =−m  2) .02 ≠−m

§ 3.  2. a) 1; c) –1.   3. a) ;2
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  b) };6{−=S  c) ;5

5
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=S  d) }.23{=S    4. a) ;3
23

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  b) ;3

22
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  c) ;6

1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S

d) .7
6

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    5. a) };0{=S  b) ;∅=S  c) };0{=S  d) }.6,0{=S    6. a) ;8

58
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S   c) }.12,0{=S    7. a) ;5

13,0
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S

c) .∅=S    9. a) };3{\ −= QS  c) }.4{\Q=S    10. c) ;∅=S  d) }.5{−=S    12. a) Indicaţie. Legitatea este

,0))(( 21 =−− xxxx  unde 21, xx  sunt soluţiile ecuaţiei date; b) Indicaţie. Legitatea este  ,0
2

1 =+
+

xx
xx  unde 21, xx  sunt

soluţiile ecuaţiei date.  14. }.1{=S   15. .5
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−    16. c) }.25,0,25{−=S  Indicaţie. }.8,6,6,8{\:DVA −−R  Numitorul

comun va fi ).64)(36( 22 −− tt    17. d) }.0{\:DVA R  1) Pentru ,03 <−m ;∅=S  2) pentru 03 =−m  rezolvaţi ecuaţia

;031 =−+ xx  3) pentru 03 >−m  rezolvaţi ecuaţiile ).3(31,331 −−=−+−=−+ mxxmxx

§ 4. 2. b) )};6,0;2,0{( −=S  d) .21
171,7

311
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ −=S    3. b) ;17
123,17

15
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−=S  d) .2
1,1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=S    6. a) )};1,0{( −=S

b) ;11
35,11

67
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=S  c) )}.2,1{(−=S    7. b) )};12,2{(−=S d) .5
12,5

2
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=S    8. a) )};1,2{(=S  b) ;∅=S

c) )}.4,2(),4,2{( −=S    9. 18 km/h; 24 km/h.   11. 2 km/h.   12. .5=a

§ 5.  1. 1, 11.   2. .25,10;10,25 −−    4. 43 cm,  40 cm.   6. 160 km, 120 km.   7. Indicaţie.  ,10 baab +=  .10 abba +=

10. 20 de ore, 30 de ore.   12. .3
33212 ,3

33212 +−    15. 25,5 lei, 39 lei.  16. 7 itemi de 4 puncte şi 5 itemi de 5 puncte.

17. Indicaţie. Alcătuiţi ecuaţia ,225))((22522 =+−⇔=− xyxyxy  unde x – lungimea catetei,  iar y – lungimea ipotenuzei.
Descompuneţi numărul 225 în produs de numere naturale. Răspuns: 4 triunghiuri.    18. Indicaţie. Fie ., ∗∈Nyx  Rezolvaţi
în ∗N  ecuaţia .45))(( =+− yxyx     19. 20 de camioane.   21. 120 m.

Exerciţii şi probleme recapitulative.  1. b) ;11
41

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  d) .3

213
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    2. b) };0{=S  c) ;∅=S  d) .∅=S

4. b) ;4
1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  d) .∅=S    5. d) )}.8,2{(=S  6. b) .3

2,1
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S    7. 48 de apartamente de 2 camere şi 16 apartamente de
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Algebr=

4 camere.   9. 31 lei.   10. a) };2{−=S  b) ;9
8

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−=S  c) };1,1{−=S  e) }.2{−=S    12. Indicaţie. Aplicaţi teorema lui Viète.

13. a) ;)1()1()1()1( 222222 +−+++− xxxxxx  b)  Indicaţie. Efectuaţi substituţia ;)12( 2 tx =−  c) Indicaţie. Efectuaţi substituţia

;)2( 2−x  d) .)2()2( 22 +− tt    15. a) )};1,2{( −−=S  c) )}.5,49;5,16{( −−=S    18. 28%.   19. ;26
103315 ,26

103153 +−+

.26
103315 ,26

103153 −−−    20. b) ;3
11,1−  c) .5,5−   23. .2

1−   24. .4
5;0;2

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧−   25. 6 trandafiri albi, 15 trandafiri roşii.

26. 10 şi 45.  27. 1.  28. Dana – 60 bomboane, Paula – 30 bomboane.  30. a) ;5,1;1;2
1;1

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −−=S  b) };1,1,3{ −−=S

c) .5
11

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S    31. Fiul are 13 ani, tata  39 de ani, mama  32 de ani.

Capitolul 5. Inecua\ii. Sisteme de inecua\ii

§ 1.  3. a) );2,(−∞=S  b) );2,( −−∞=S  c) ];1,( −−∞=S  d) .,8
7

⎟⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+−=S    4. a) };4,3,2,1,0{=S  b) }.5,4,3,2,1,0{=S

5. a) ;3 ,2
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛−=S  b) ;∅=S  c) ); ;5,2[ ∞+=S  d) .4
3 , ⎥⎦

⎤⎜⎝
⎛ ∞−=S    8. 10 numere naturale.  10. Cântarul va arăta între 111

şi 125 kg.  11. a) ;,4
1

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ ∞+=S  c) ;∅=S  d) ).;5,2[ ∞+=S    12. a) );,2[ ∞+∈x  b) ;5
4, ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∞−∈x  c) ].10,3(∈x    13. a) );4,1(=S

c) ];2,2[−=S  d) ).4,3(−=S    14. 25 de cărţi.   15. ).13,3(∈x    16. 24 de locuri.   17. b) ;,3
8

3
4, ⎟⎠

⎞
⎢⎣
⎡ ∞+⎥⎦

⎤⎜⎝
⎛ −∞−= US

c) .3
2,4 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ −−=S   18. .6

7, ⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −∞−∈x   19. ).,1[ ∞+∈x    21. a) );2,(−∞∈a  b) ).3,(−∞∈a    22. d) ).2,( −−∞∈a

§ 2.  3. a) ;,3
2

2
1 , ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∞+⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∞−= US  b) );,6()8,( ∞+−−∞= US  c) ;4

1  ,2
3

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=S  d) ;5

1\
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧= RS  e) ;7

2
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧=S  f) ;R=S

g) );  ,7()0  ,( ∞+−∞= US  h) .4
5  ,1 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛−=S   4. a) );,5()8,( ∞+−−∞= US  b) ];0,2[−=S  c) );5,6(−=S  d) )4,( −−∞= US

);,1[ ∞+−U   e) .2
1,3

1
⎥⎦
⎤⎜⎝

⎛=S   5. a) );,1()2,( ∞+−−∞= US  b) ];3,5[ −−=S  d) ).;5,4[]1;( ∞+−−∞= US   7. a) ;2
3,1 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=S

b) ;R=S  c) );4,5(−=S  d) .∅=S   8. a) ;2
1,1 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−  b) ).,0()4,( ∞+−−∞ U   9. a) );3,0()2,( U−−∞=S  b) ]5,( −−∞= US

;3,2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−U  c) ];3,2[]1,( U−∞=S  d) ).,3[)1,2[ ∞+−= US   10. Da, poate fi decupat.  11. a) .8

9,3
5

⎥⎦
⎤

⎜⎝
⎛ −−=S   12. a) ];6,1()1,5[ U−∈x

b) ].10,7[]6,10[ U−−∈x    13. a) ];4,3[]2,1[ U=S  b) ).1,1()1,3( −−−= US    14. b) ).5,( −−∞∈m    15. b) .4
11,0 ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛∈a

Exerciţii şi probleme recapitulative.  5.  –3.   6. a) ;2,2
3

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−  b) ;2

3,3 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−  c) ;2,3

1
⎥⎦
⎤⎜⎝

⎛−  d) .,3
4]1,( ⎟⎠

⎞⎜⎝
⎛ ∞+−−∞ U

8. a) ).1,4( −−=S   9. ).,1( ∞+∈x   10. .5,5
3

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛=S   11. ).,2(}1{)6,( ∞+−−−∞= UUS   12. Nu există atare valori.
13. ).,1[]3,( ∞+−−∞∈ Ua

Capitolul 6. Elemente de teoria probabilit=\ilor [i de statistic= matematic=

§1.  3. a) Aleator; b) aleator; c) imposibil; d) imposibil; e) sigur; f) imposibil.  4. a) A e mai posibil decât B;
b) A e mai puţin posibil decât B; c) A e mai puţin posibil decât B.  5. Unghiuri, triunghi.  9. a) 15 bile; b) 18 bile;
c) 19 bile; d) 11 bile; e) 19 bile.
§2.  1. a) O şansă din şase; c) nicio şansă.  2. 0,5.  3. a) ;6

1  b) ;3
2  c) ;3

1  d) ;6
5  e) 0.  4. .15

1   5. a) ;2
1  b) ;3

1

c) .6
1   7. a) ;5

1  b) ;4
1  c) .20

11   9. Indicaţie. Se vor număra numerele prime (pare, impare) dintre cele 90 de

numere naturale.  11. .18
13   12. .31

17)(;31
14)( == fPbP   14. .6

1)()( == BPAP   15. .25
2=P

§4.  1. 20%.  2. 7500 lei.  3. 500 lei.  4. 11840 lei.  5. 10%.  6. 7326120 lei.  7. 20%.  8. 552 lei.  9. 9900 lei.  16. 24500 u.m.
17. a) 45%; b) 2255 cărţi; c) 41,25%.  22. a) 20%; b) 6592 lei.  23. 4000 lei.  25. Indicaţie: 3 luni = 3 : 12 = 0,25 ani;
9 zile = 9 : 360 = 0,025 ani.  27. Indicaţie: 3 luni = 3 : 12 = 0,25 ani; S = 1 412,78 u.m., D = 412,78 u.m.

Exerciţii şi probleme recapitulative. 3. .3
2)(;3

1)( == rPvP   4. O faţă galbenă şi cinci feţe roşii.  6. 2) a) 15 mln.

lei; b) 30%.  7. 12%.  8. 12000 lei.  9. b) .25
2   10. 0,98.  11. .9

1   12. 0,1.  13. 13 mere.  16. 8%.  17. 5000 lei.  18. 5 luni

= 12
5  ani; 15 zile = 360

15  ani.  20. Urna b.
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Capitolul 3. Poliedre
§ 1.   3.  b).   4.  .cm27,cm54 32 == VA    5.  .cm96,cm64 23 == AV   6.  .cm8,cm24 32 == VA    7.  27 l.   9.  .cm150 2

10.  .cm8 3    11.  7,2 kg.   12.  .cm36    13.  .cm)32(3 +    14.  a) ;cm34   b) .cm24    15.  .cm0964,cm5361 32 == VA

§ 2.   4. .cm210,cm214 32 == VA    5.  ,cm236,cm156 22 == tl AA  .cm55=d    6.  .cm188 2    7.  .cm960 3

8.  .cm126,cm96 22 == tl AA    9.  .cm363,cm126 32 == VAl    10.  ,cm336 2=lA  .cm344 2=tA    11.  .cm18 2

12.  .cm364,cm)33296( 32 =+= VA t    13.  .cm
4

345 3    14.  ,cm)350105( 2+=At  .cm
4

3175 3=V    15. 7  cm.

Indicaţie. Dacă x, y, z sunt dimensiunile paralelipipedului, atunci 222 zyx ++  este lungimea diagonalei.   16.  ,cm112 2=Al

.cm112,cm144 32 == VAt    17.  .cm200 3    18.  .cm360,cm288 22 == tl AA    19.  .kg87,32kg319 ≈    20.  ,cm290 2=At

.cm300 3=V     21.  ,cm128 2=lA  .cm160 2=tA    22.  ,cm)32790(,cm90 22 +== AA tl  .cm
2

3135 3=V    23.  .cm3216 2

24.  .cm3120 3    25.  b).   26.  .cm160 3    27.  .
21
119    28.  .cm5,364 3    29. .cm10 2    30.  ,cm120 2=lA  .cm)312120( 2+=tA

31. .m12 3    32.  1,2 cm.   33. a) 382  cm; b) .cm248 2    34. a) ,cm3288 2=A l  ;cm3384,cm)239(32 32 =+= VA t

b) 24 cm.   35. .cm396,cm)144332( 32 =+= VAt   36. 1 dm3.  37. 12 saci.  38. 13 cm.  39. 6 cm.

Geometrie
Capitolul 1. Cercul
§ 1.   4.  a) 8 cm; b) 7 cm; c) 102  cm; d) 2 cm.   5.  a) 12 cm;  b) 5 cm;  c) 15 cm.   6.  a) Secantă cercului;  b) secantă cercului;
c) tangentă la cerc;  d) secantă cercului;  e) exterioară cercului.   7.  cm. 5cm,310cm,10 === BMACR    8.  a) 13,7 cm;
b) 3,(4) cm;  c) 8 cm.   9.  a) Secantă cercului;  b) secantă cercului;  c) exterioară cercului;  d) tangentă la cerc.   10.  a) 3 cm;

b) 5 cm;  c) .
2

4 22 ab −    11. a) 10 cm; b) 1,5 cm.   12. 60°.   15.  30°.   16.  12 cm.   17.  a) ;Int ABCM ∆∈   b) ;Int ABCM ∆∈

c) dacă ,2>r  atunci ;Int ABCM ∆∈  dacă ,2=r  atunci );2,(OM C∈  dacă ,20 << r  atunci .Ext ABCM ∆∈
18.  20 cm.   19.  10 cm.   20.  7 cm.   21.  7,5 cm.   22.  15  cm.   24.  a) 1;  b) 30;  c) .22 yx +    26.  .cm)1112( +
30. 33 cm.  32.  20 cm sau 40 cm.   33.  8 cm, 15 cm.   34.  5 cm.   38.  60 cm.  39. .28
§ 2.   2.  a) 45°;  b) 90°;  c) 125°.   3.  a) ;KLMN =   b) ;KLMN <   c) .KLMN =    4.  a) 44°;  b) 152°;  c) ;0317 ′°   d) 80°.
5.  a) 120°;  b) 72°;  c) 36°;  d) 30°;  e) 30°;  f) 15°.   11.  Pătrat.   12.  Dreptunghi.   13.  a) 50°;  b) 40°;  c) 65°.   14. O oră.
15.  40°.   16.  90°, 120°, 60°, 90°.   17.  180°, 90°, 60°, 30°.   18. 18,5 cm.   19.  a) 3 coarde şi 6 arce.   20.  Măsurile arcelor vor
fi egale cu  10°, 30°, 60°, 70°, 80°, 110°.   21.  a) 90°;  b) 35°;  c) 55°;  d) 20°.   22.  a) 120°;  b) 150°;  c) 24°;  d) 210°.   23.  6 cm.

24.  3
316  cm.   25.  80° sau 100°.   26.  320  cm.   27.  17 cm.   28.  a) 64°;  b) 117°;  c) 48°;  d) 57°.   33.  18,75 cm.   34.  2

15  cm.

Exerciţii şi probleme recapitulative.   3. 5 cm.   4. 6 cm.   5. .cm132    7. a) ;60°  b) ;17°  c) .67°    9. a) 6 cm; b) 74  cm.
10. a) 12 cm; b) 0,5 cm.  11. a) °52  sau ;128°  b) ;74°  c) ;46°  d) .61°   12. a) ;30°  b) ;150°  c) .270°   13. 36 cm.  15. .cm24

17. .cm343342;cm)17223( −=+= BDAM    18. 8,125 cm.   19. .cm133   20. a) ,40)(m,115)(m °=∠°=∠ BA
;25)(m °=∠C  b) .23)(m,37)(m,120)(m °=∠°=∠°=∠ CBA

Capitolul 2. Arii
7. a) 7,3 cm,  2,5 cm; b) ;cm25,cm211  c) ;cm9

7,cm3
2  d) 16 cm, 2 cm.   8. 17 m.   11. a) ;cm1102 2=A

c) .cm1110 2=A   12. a) ;cm49,5 2== ABDABC AA  ;cm36 2== DCBADC AA  b) ;cm5,87 2== ABDABC AA
;cm50 2== DCBADC AA  c) ;cm,2535 2== ABDABC AA  ;cm45 2== DCBADC AA  d) ;cm221 2== ABDABC AA

.cm2
49242 2−== DCBADC AA    15. .cm81 2    16. 42 cm.   17. .cm52 2    18. .m4 2π    19. a) ;cm324 2  b) ;cm232 2

c) .cm36sin80 2°    20. a) cm,48=P  ;cm441 2=A  b) ;cm261cm,236 2== AP  c) ;cmcm,4 22aaP == A

d) cm,22xP =  .cm2
2

2x=A    21. a) De 9 ori; b) de 49 de ori; c) de 2n  ori.  22. a) De 2 ori; b) de 10  ori; c) de 114 −

ori.   23. a) De 4 ori; b) de 25 de ori; c) de 
3
8  ori.   24. .cm99 2    25. .cm63 2    26. .cm216 2    27. 27%.   28. .cm)962144( 2−

29. a) 400g; b) 2100 g.   30. .cm48 2    31. .cm15 2    32. .cm900 2    33.  13 cm.   34. .cm70 2    35. .)(2
)2(

nm
nmS

+
+

36. .cm480cm,128 2== AP    37. .cm2
135 2    38. Înălţimea corespunzătoare bazei triunghiului ABC.   39. .mπ

40. .cm6 2 41. .cm294 2    42. .cm170 2    44. .2
23 2r
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Capitolul 4. Corpuri rotunde
§ 1.  3. a), c) Da; b) nu.   5. a) ;cm250,cm150 32 ππ == VA  b) ;cm2,cm6 32 ππ == VA  c) .cm128,0,cm96,0 32 ππ == VA

6. .cm200,cm130 32 ππ == VA   7. 3cm96π  sau .cm72 3π     8. a) 32 cm31521,cm2883192 ππ =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += VA  sau

;cm1152,cm963192 32

ππ =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += VA  b) ;cm250,cm50100 32

ππ =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += VA  c) 32 cm
3

0241,cm
3

256128
ππ =⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+= VA

sau  .cm3
0241,cm

3
256

3
128 32

ππ =⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+= VA    9. .cm40 2π    10. a) ;cm60 2  b) ;cm8 2  c) .32 2x    11. a) ;cm192 2π

b) .cm236 2π    12. a) 375 kg; b) 60,8 kg.   13. .cm66 2π    14. A doua.   15. .cm5,187,cm125 32 ππ == VA

16. .cm200,cm130 32 ππ == VA    17. 4 cm.   19. .cm1350 3    20.  48%.,cm212 ≈    21. 22 de piuliţe, 17 % din volumul
bazei se pierde.   22. De 8 ori.   23. De 22  ori.
§ 2.   5. .cm36,cm24 32 ππ == VAt    6. .cm4401,cm312 32 ππ == VA    12. 

π2
1

 cm.   13. .cm1052 2

14. .cm4
2567,cm)74(4

79 32 ππ =+= VA    15. .2,4 24 RSSRl ππ =+= VA    16. 25 ml.   17. ,22
2

2

SSd
d
h

l +=A π

.3
1

2

3

d
Sh=V   18. .cm3

1 32222 baba += πV   19. .cm24 2π   20. .cm125 3π   21. .cm256 3π    22. .cm384 3π    23. .cm0561 3π

§ 3.  5. a) 8 cm; b) 24 cm; c) 4 cm.  6. π4006  km.  7. a) ;cm288,cm144 32 ππ == VA  b) ;cm343
2861,cm49

306 32 ππ == VA

c) .cm3108,cm108 32 ππ == VA   8. a) ;cm81 2π  b) ;cm180 2π  c) 0.  9. Unui băiat.  10. a) ;cm3643 2π  b) .cm4765 2π

11. a) .cm43 2   12. a) .cm
2

3
π

Exerciţii şi probleme recapitulative

3. .cm5150,cm1501520 32

ππ =⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛ += VAt   4. .cm8
359,cm75,15 32 ππ == VAt   5. 6 cm.  6. .cm36,cm33 32 ππ == VAt

7. a) ;cm27
3200 3π  b) .cm

133
100 3π   8. .cm54 3

π   9. .
5

1     10. Cazul I. .cm175,cm70 32 ππ == VAl  Cazul II.

.cm245,cm70 32 ππ == VAl   11. Masa bilei este mai mare.  12. .cm3
364 3π   13. 2 cm.  14. 7 cm.  15. Nu.  16. .cm2

81 3π

17. Sfera.  18. .cm3
3216,cm108 32 ππ == VAt   19. .cm9

32197,cm3
3338169 32 ππ =⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
+= VAt   20. 90°.  21. 60°.

22. .4
3 3πa   23. 13 cm.  24. a) ;cm256 3π  b) .cm256 3π

§ 3.   1.  .cm45 2    2.  .cm336,cm372,cm345 322 === VAA tl    3.  .cm9 2    4.  .cm324,cm)72336( 32 =+= VAt

5.  .cm363 2    6.  b).   7.  .cm2
39 3    8.  ,cm60 2=Al  .cm48 3=V    9.  .cm400,cm360 32 == VAt

10.  .cm336,cm100 32 == VAt    11.  .cm64,cm144,cm80 322 === VAA tl    12.  .cm316,cm)48324( 32 =+= VAt

18. a) ,m24=P  ;m180,m144 22 == AAl  b) ;m20,m520,m52 2 === llAP  c) ;m369,m9,m36 2=== AP a
d) ;m517,m18,m11 2=== Ala  e) .m22m,32,m8 === la P    19.  .cm260 2=lA    21. 6 cm.   22.  .cm)96348( 2+

23.  .cm3
3432 3    24.  .5    25.  .cm3

1000,cm7150 32 == VAl    26. .cm384,cm384 32 == VAt

27. a) ;cm3
216,cm316 32 == VAt  b) .9

1    28. .cm364 2   29. Mihai.  30. 6 cm.

Exerciţii şi probleme recapitulative.   1.  a) 720°;  b) 1 080°;  c) 1 440°.   2.  cm.
3
210    3.  .cm3

2128 3

4.  .cm224,cm232 32 == VAt    5.  .cm216 2=tA    6.  .cm332,cm96 32 == VAl    7.  .cm312,cm24 32 == VAl

8.  a) ;cm810,cm594 32 == VAt   b) .cm25,56 2    9.  ,cm316 2=A l  .cm38 3=V    10.  a) cm;34   b) .cm192 3

11.  cm.
2

73    12.  cm,75,3=h  .cm25,281 3=V    13.  .cm
2
3 3    14.  .cm2241 3    15.  .cm252 2    16.  cm,24=AB

.cm2128 3=V    17.  .cm148 2    18.  .cm190cm,113 2== td A    19.  ,cm)288318( 2+=tA  patru diagonale de

cm432  şi două de cm.134    20.  .cm2004,cm940 32 == VAl    21.   .cm3
58,cm316 32 == VAt    22.  a) 18 cm;

b) cm;10  c) .cm3
30108 3    23.  .cm

3
118    24.  .cm

3
1 3

4
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